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Aula 4. Programacao Linear (PL)

* O modelo de Programacao Linear.
— Forma Padrao (“standard”) e Forma Candnica.
— Conceitos fundamentais.
— OQOutras formas do modelo:
e forma cartesiana
e forma matricial
* forma vectorial
* Propriedades fundamentais da Programacao Linear:
— Redugdo a Forma Padrao
— Conceitos Fundamentais.

— Teorema Fundamental da PL.
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NIN
O Modelo de PL.

Funcéo objectivo
Maxcimizar (minimizar) £= c;x;+ C,X,F ... F CyXn
sujeito a: coITnaj restricoes
Ay Xp+ Xt +oafy X ttap Xy {521 by
By Xpt Ay Xpt e +oay; X+t agy Xy {s,— >} b2

linhai — 81X+ @, X+ ... + a4 x +.ta Xy {S =2 b

Ay 1 Xt Ay Xt .. Fay; x + ... tay Xy {S = 2} by,
>0 4_Condlgoes de ndo

X1y Xoyeeey XJ-,...,X N
negatividade

onde a;;, b; e ¢ (/=1,2,.. .M, j=1,2,...,IN') sao constantes e em

cada restri¢ao apemzy se ﬂmf ca uma e s0 uma das relagoes {<, =, 2
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Forma Padrao (“standard”).

Quando as restricoes de um modelo de Programacao Linear
sao apresentadas na forma de equagoes diz-se que esse modelo
esta na forma padrdo (ou “‘standard’).

Maximizar Z=C;X;+ C,X,+ ...+ Cy Xy
(Minimizar)
sujeito a
Ay X+ apXot .ot ap Xy =0
Ay Xyt 8 X, oot ayy Xy =D,

Xl, Xz,ooo, xj,ooo, XN ZO
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Forma Canonica.

mﬁ Quando as restricoes de um modelo de Programacao Linear

sao apresentadas na forma de inequagoes diz-se que esse modelo

esta na forma canonica.

Maximizar Z= C;X;+ C, X, + ...+ Cy
XN
sujeito a
Ay X+ ap Xt ot a XySbhy
Ay Xyt Ay X, + it ayy Xy<h,

X1y Xgseers Xjoeey Xy 20

Minimizar Z=c;X;+ C, X, + ...+ Cy Xy
sujeito a
A X+ apXot ot a Xy by
Ay Xyt Ay Xy + it ayy X2 b,

Xl, Xz,ooo, xj’ooo, XN 20
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Operacoes de Reformulacao

I. Qualquer problema de maximizacao pode converter-se num
problema de minimizac¢ao, pois:

maximo Z = - minimo (-Z) l

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu




@@ Faculdade de Engenharia — Optimizac&o

NN

Operacoes de Reformulacgao.

II. Qualquer restricao de desigualdade de tipo “< pode ser
convertida numa restricao do tipo “2” multiplicando por
ambos os seus membros.

-1

i X+ &, X+ o ta Xy b
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Operacoes de Reformulacao.

III. Qualquer restricao de 1gualdade pode ser convertida em

duas restricoes de desigualdades “<” equivalentes aquela.
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NN Operacoes de Reformulacgao.

IV. Qualquer restricao de desigualdade pode ser convertida numa

restricao de igualdade, através da introducao de uma nova

variavel (varidavel de desvio ou folga) xy ., de valor nao negativo.

bl'allxl' XX aINXN 20

XN+1: bl- allxl' XX aINXNZ O

Xn+1 2 0 I

Qi X+ ot a Xyt Xy = D
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Operacoes de Reformulacao.

V. Qualquet varidvel livre x, (nao restringida pela condicao de nao
negatividade) pode ser substituida por um par de variaveis nao

negativas xj' >0e xj" > 0, fazendo:

e deste modo formulando de novo o problema em func¢ao destas
duas variavets.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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B

Conceitos Fundamentais(1).

A funcao a maximizar (minimizar),
L=cix;+ Cx,F oo F Oy Xy
designa-se por fungao objectivo (f.0).

B

As equagoes (inequagoes)

designam-se por restrig¢oes.

B

As designaldades x,2 0, x,20,...,x,20
designam-se por condigdes de ndao negatividade.

12
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NN

Conceitos Fundamentais(2).

.y

As variaveis X, X5y coe 5 Xpy,
designam-se por varidveis de decisao.

B
.1
-1

As constantes a;,

designam-se por coeficientes tecnologicos.

As constantes b;,
designam-se por termos independentes.

As constantes Cs

designam-se por coeficientes da fungao objectivo

13
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B

Conceitos fundamentais(3).

Qualguer especificacao de valores para as varidvers de decisdo
(X1 Xy ooy XNy ) qi€ Satisfaca as restricoes do modelo e as
condigoes de nao negatividade

designa-se por solu¢cdo admissivel

O conjunto de todas as solugoes admissivers
designa-se por regidao de admissibilidade.

Uma solucdo optima maximiza (minimila) a fungdo
objectivo sobre toda a regido de admissibilidade.

14
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NN -
Objectivo da PL

O objectivo da PL. ¢ determinar de entre as solucoes admissivers,
uma que seja a “melhor”, medida pelo valor da fungao
objectivo do modelo. Por "melhor' entende-se 0 maior ou
menor valot, dependendo se o objectivo ¢ maximizar ou

minimizar

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Solucoes do Problema de PL

Um problema de PL pode ter:

— uma unica solu¢ao optima

ou
— multiplas solucoes éptimas (wma infinidade)
ou

— nao ter optimo finito

ou

— nao ter nenhuma solucao (neste caso o problema é impossivel)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Capacidade utilizada por
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unidade de produgao

Seccio N° Produto Produto Cz.tpacm%ade
1 2 disponivel

1 1 0 4

2 0 2 12

3 3 2 18

Lucro unitario 3 5
(mil Mt)

Exemplo Prototipo: Formulacao

Maximizar Z = 3X, +5X,

sujeito a
X, <4
> 2x, < 12
- 3x, +2x, < 18
X;20,%X, 20

x; _ o0 nimero de unidades do produto
produzidas por minuto, 1= 1,2.
Z — 0 lucro total por minuto.

17
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Uma Unica Solucdo Optima

No exemplo prototipo determinamos wmza sinica solucao dptima:
x,= 6, x,=2,onde a funciao objectivo alcanga o seu valor

maximo /.—=36.

(2,6) é a solucéo

1+
Sy 18
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~

Se um problema de
PL tem solucbes

Multiplas Solucdes| optimas miltiplas

No exemplo protétipo mudamos o lucro
unitario do produto 2 de 5 para 2 Mts, i.e., a
funcao objectivo ¢ agora a recta Z=3x,+
25

(a f.o. tem o mesmo gradiente da recta da 3*
restricao 3x,+ 2x,=18).

Todos os pontos (uma infinidade) do
segmento de recta AB, sdo solugoes
optimas, pots todas alcancam o melhor

valor da f.o.: z=18.

entao tem um
numero infinito

delas.

3x, +2x,=18

Infinitas solucdes

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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O Problema ndo tem Optimo Finito.

Se as restricOes nao evitarem o crescimento indefinido do valor da funcao
objectivo Z, no sentido favoravel (positivo ou negativo) entao o problema ndo tem

dptimo finito.

No exemplo prototipo, eliminando
as restricoes:

2x ,<12, 3x, +2x ,<18, a regiio
de admissibilidade fica nao limitada >~

e o valor da funcao objectivo pode

crescer indefinidamente nesta reglao.

20
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Optimizacao

O problema é Impossivel

Se nao existirem solucoes admissivels (o conjunto de solugoes
admissiveis ¢ vazio), entdo o problema nao tem nenhuma

solucao, o problema é impossivel

21
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NN Outras formas do modelo.
1°. Forma Cartesiana.

Maximizar Z=c;X; + C, X, + ...+ Cy Xy
sujeito a
ap Xyt apXt ..t oapXy <b;
Qo Xy Ay Xy T ot apy Xy <D,

Ay Xy F Ay X T .t ay Xy S by

.....

N
Maximizar Z = ZCJ‘XJ
j=1

22

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



% Faculdade de Engenharia — Optimizacao

NN Outras formas do modelo.
2°. Forma Matricial.

Maximizar / =C' X
AX <D
X=>0

Maximizar Z=c;X; + C, X, + ...+ Cy Xy
sujeito a
ap Xyt apXt ..t oapXy <b;
Qo Xy Ay Xy T ot apy Xy <D,

Q1 Xy F Ay o Xo + ot ay Xy < Dy S GV SV
=1L Conns Oy ] s A Z A Aoy Ay

.....

b=[b,b,... b, ],
A=la,]  ,0=[00,.,0]

(MxN)

23
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NN Outras formas do Modelo.
39. Forma Vectorial

Maximizar Z=c,x, + C,X, + ...+ ¢y Xy | | Maximizar /=CX
sujeito a

X P +XP+..+XP, <P

X; 20
Ay Xy + Ay X T .t ay Xy S by

.....

24
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Reducdao a Forma Padrao (1)

O primeiro passo para a resolucao de um problema de PL consiste

na sua reducao a Forma Padrao. Para isto € preciso converter as

restrigoes funcionais de desigualdade em restricoes equivalentes de igualdade.
uma restrigao de designaldade de tipo “<” pode ser convertida numa
restri¢ao de ignaldade adicionando uma nova varidvel nao negativa
(varigvel de desvio ou folga) xn, -

X niy 20

25
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Reducdao a Forma Padrao (2)

uma restrigao de designaldade de tipo “2 pode ser convertida numa
restrigdo de ignaldade subtraindo uma nova variavel ndo negativa (varidvel de
desvio ou folga) xn, 2

a ;x;*...*taxy2b, & a;  x;+ ...*ta XN - Xy = by

X Ny 2 0

26
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Restricao de
desigualdade

18.

X< 4
2 2x, <12
33.

Faculdade de Engenharia — Optimizacao

Exemplo Protoétipo.
Reducao a Forma Padrao.

Variavel de Restricao de
folga igualdade
X3 X, + X3 =4
Xy 2X, + X, =12

X 3X;+2X,+ X; =18

27
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Exemplo Protétipo. Avao'cllg:ﬁz de
Redugéio é Forma Padréio. coeficientes nulos
na f.o.
Forma Canodnica

Forma Padrao

Maximizar Z=3X;+ 5X,

Maximizar Z=3X;+ 5X,
sujeito a sujeito a
2 X, + X, =12
3X;+ 2X,

X1y X9, X3, Xgq, X520

28
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QQ conceitos sdo

Suponha-se que:

necessarios para a
compreensao do método
Simplex.

Conceitos Fundar

m - namero de restri¢des funcionais,
n - numero total de variaveis (de decisdo e de folga);
b, 20, (~1,2,...,m) - em caso contrario multiplicar por (-1)

o problema de PL se encontra na forma padrao:

Maximizar Z=cyX;+ CoXo+ ...+ CqXn (4.1)
sujeito a
A X1+ dpXot ...t AinXp = bl (42)

An X1+ AxXo + ...t A Xn =Dy

am1Xl+ am2X2+ oo T aman = bm

X1, X2,.., Xm,eees Xn 20 (M <N ) (4.3)

29
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Conceitos Fundamentais

Qualguer conjunto de valores para as varidveis

(X1 Xpy ooy X,) qUe SalisSfaca as restrigoes do modelo, i1,e, que seja nma
solucao do sistema de equagcoes lineares (4.2)
designa-se por solugao.

Uma solugcao admissivel ¢ uma solucao X= (x;, x5...,x,), X
eI ,que também verifica as condigoes de nao negatividade (4.3), i.e., todos
05 Seus valores sdo nao negativos.

% O conjunto de todas as solucoes admissivers
designa-se por regido de admissibilidade.

Uma solugdo optima maximiza (minimiga) a funcao objectivo sobre
toda a regido de admissibilidade.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Como determinar uma solucgao do
problema de PL na forma Padrao?
Maximizar Z=ci1X1+ C2X2+ ...+ CnXn (4.1) c(A) - caracteristica de uma
sujeito a ' matriz A, que corresponde
{ aximo de
auwxat aexet..d amn =bi (4 Colinas dA lineanments
anXit azxz+..+ amxn = b independentes

é.".]lX1+ am2X2+ ...+ amnXn = bm

X1, X2,..., Xm,eeey Xn 20 (M <N (4.3)

Para determinar uma solucao do problema de PL ¢ preciso resolver o sistema de
equacoes lineares (4.2). Este sistema ¢é constituido por # equacoes e n incégnitas,
Suponha que a caracteristica da matriz do sistema € igual a 7, ¢(A)=m, e que m < n.
Este sistema tem uma znfinidade de solugoes, tratando-se portanto dum sistema possivel e
indeterminado de gran n-m. Isto significa que podemos exprimir  variaveis em funcao

das 7- restantes. a1

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Exemplo Prototipo.

Resolucao do Sistema de Equacoes Lineares.

O sistema de equagoes lineares é constituido por 3 equagdes e 5

incognitas, onde 3 <5. A caracteristica c(A)=3.

Maximizar Z=3Xx,+ 5X,

sujeito a
Xq + X3 = 4
2%, +X, =12
3X,+ 2X, +X; =18

X1, Xo, Xg, X4, X520

Este sistema tem uma Infinidade de solugées, tratando-se portanto dum

sistema possivel e indeterminado de grau 5-3=2, o que significa que

podemos exprimir 3 varidveis em fungdo das restantes 2.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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ﬂ@‘solugao do sistema de equacoes lineares
pelo Método Gauss-Jordan

P, P, P; P, P P,
L1-> 100 L2/ 2 1 010 0|4
L2 - 2'?—(?L30101/206
L3 - o LIx(-9) + 0 2-3 0 1|6
N 2
Lot w1373 [P, P, Py P, Pyl P,
|:‘> 4| ==p |[1010 0|4
5 01 02 016
0 O 1 13-1/13|2
-6< \ _/
5o L1-L3 P
|:> 2° Ficam reduzidas as
colunas {P1, P2, P3} a
6 uma matriz identidade 1I.
33
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NN Resolucao do sistema de equacoes
lineares pelo Método Gauss-Jordan.

II- Atribuindo valores arbitrarios a X, e Xg, as variaveis Xy, X,, X3

podem ser expressas em fungao de X, € Xg.

P, P, P,IP, P. P\ Infinidade de X4:K1, 7»169{

B 1 solucdes
W13 2 | 5 |x=, Ay e

00 2
1 Oz O] 6
0 1luz-13 2 X, =2 +1/3 X-1/3 A,

Obviamente, quando A,= A, =0, uma

solugao seria: X;=2, X,=6, X3=2,
X,=0, x:=0, l.e., X=(2, 6, 2, 0, 0).

34
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NN Base do Sistema.
Variaveis basicas e nao basicas.

Se wma submatriz B,

X777

da matriz A do sistema de equagoes
correspondente as restrigoes (4.2) ¢ ndo singular, i.e., o determinante de

B, ¢ nao nulo,

entdo B, designa-se por base.

As m variagveis x,, x,,...,x, , correspondentes ds colunas de B,

,designam-se por varidveis basicas e as restantes n-m varidveis x,,, ,,

Xm+2)o-o) Xn

designam-se por variaveis nao bdsicas.

35
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Sejucao Basica e Solugao Basica Admissivel.

como o determinante

Sem perda de generalidade, suponha que a base B é de B € ndo nulo (pela
definicao de base), o

composta pelas 7 primeiras colunas, i.e., B={P,, P,,..., P sistema de equacoes
P P P T (P, Py, P} BXg =b tem solugéo

B

Unica

Obtém-se uma solugao basica para o sistema (4.2) atribuindo o valor
0 ds n-m varidveis ndo bdsicas x, ., , X, ., ..., X, ¢
determinando uma solucao para as restantes m varidveis bdsicas x,,
Xpyeuny X, shby X = (X7, Xpyeee ,x,0,...0), onde Xz =(x,, x,

yeeey X,) € a tinica solugdo do sistema B Xy =b.

Se todas as variaveis bdsicas da solucdo bisica
X= (X, Xy x,, 0,...,0) sdo nao negativas entio X ¢ uma

solucdo bdsica admissivel (§BA).
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NN Solugcao Basica Degenerada.

Suponha-se X = (x,, x,,...,x,,0,...,0) uma solucao basica para o

sistema (4.2) com as correspondentes variaveis basicas x;, x,,..., X,

Se alguma variavel bdsica x,, x,,..., x, for igual a zero,
a solugdo badsica designa-se por
solug¢do bdsica degenerada.

B

Se todas as variaveis basicas sao ndo nulas
a solugdo badsica designa-se por
solucio bdsica nao degenerada.

37
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Exemplo Prototipo: Base, SBA.
* A matriz B composta pelas colunas B={ P, P,, P: } é uma base do sistema. O

determinante de B ¢ nao nulo, pelo que o sistema de equacoes BX;=54 tem solucao
unica.

/Pl PO\ /P3 P, I:’5\ | Xg | P,
1 4 _N 1 0 0 X, | | 4
0 12 | “hxen 010 X, | 7| 12

0 0 1
\3 18/ \_ A X5‘ | 18 |

X=(0,0,4,12, 18) é
Obviamente x,=4, x,=12, ;=18 é uma solucdo basica admissivel (SBA)
a Unica solucdo deste sistema. correspondente a esta base.
X3=4 , X,=12, X;=18 séo variaveis
bésicas e X; =0, X, =0
sdo variaveis ndo basicas.

38
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AN Quantas solucoes basicas tem um

problema de PL?

Matriz das restricdes O numero de solugées bdsicas ¢ igual a0
do exemplo Prototipo  namero de matrizes 3x3 que podem ser

/‘

o

1 2P3 4

O O™ T
O O T

NN O
o O -

P
1
0
3
=

\

5

/

extraidas da matriz A com determinante nao

(nm] = i —p @ 10

nulo

Existem 10 submatrizes candidatas a bases:

B,={Py,P,,P; }
B,={P,.P;,P, }
B;={P;,P,,Ps }
B,={P;,P,,P; }
Bs={P,,P,,Ps }

B¢ ={ P;, P3;, Ps } —determinante nulo
B, ={P,,P;,P,; }
Bg ={P,,P3,P5 }
By ={P,,P,, P } —determinante nulo
Bjo={P3, P4, Ps }

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Exemplo Protoétipo:
Matrizes com determinante nulo.

1 P2 Py Py Ps\ X2:O /Pl P Ps\
010 0 11 0 _
2 010 =0 Bg= 00 O | Be| =0
2 00 1 o
Y N
O determinante de B ¢ nulo = B nao é base => o sistema ¢ indeterminado |
/Pl P, P3 P, Ps\ X1:O fpz P, F)5\
1010 0 oo 0 _
0201 0 =g Bl 21 0 | |BelT0
32 00 1
C Y NG

O determinante de B, é nulo = B nao é base => o sistema ¢ indeterminado

40
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Exemplo Prototipo.

Solucoes Basicas Admissiveis.

| Xg=B1P, I

(b, P, PP, P, ) - ~

1 oft 0 o] X Py Py Ps | | Xe "o
= | 1 0 O X — 4

02010[:_0>Blo_010 2=

3 2l00 1|)% ) 18

\_ 1/ \ 0 0 1/ .X5 ‘ J

Det(B, ) nao nulo =>SBA X=(0, 0, 4,12, 18

: ) ,

2. BB Pa Pr | g (eor P ) x| [ s
— | — l O l Xl — 40

H el FhE

E D (32 0 )| x 18

Det(B,) nao nulo = SBA X= (2, 6, 2, 0, 0)

41
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Exemplo Prototipo.
Solucoes Basicas Admissiveis.

) .
84 85 X5=0 fpl P, F)4\ Xg
B.= 1 0 O Xl —
- :>X5:o “lo2 1| x
y, 32 0 x,
Det(B,) nio nulo =SBA X=(4, 3, 0, 6, 0)
) , .
84 gs X,=0 (b, P, P, X
| -l 10 O X4
et ||k
3 0 1
_/ \_ L%

Det(B,) niio nulo = SBAX= (4, 0, 0, 12, 6)
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Exemplo Prototipo.
Solucoes Basicas Admissiveis.

Xg=B1P, I
I , o .
i?’ 84 85 X,=0 KPZ P, P5\ Xg P,
E:)B -1 0 1 O X 4
0 1 0 F==5s" 5 0 o || x. |=]| 122
00 1 | 3 18
_J 2 0 1 X J
\_ Ju s

Det(By) niio nulo =SBAX=(0,6,4,0,6) |

43
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Exemplo Prototipo.
Solucoes Basicas Nao Admissiveis

(SBNA).

23335 =0 AR EEES

1010 0 [ 2T T :
=10201 0 f=mpBs 01 0|l % 12

3200 1 |%90 2 0 1 X3

N Y, \2 0 O/~ X, | | 18

Det(B,) nio nulo ;x,< 0 =SBNA X=(0, 9, 4, -6, 0)

[ ) . , :

PP PP ko (PR R )| X s
_ B, = 1 1 0 X4

ss00 1) |00 el

\ Y, \3 0 O/~ Xq | )

Det(B,) nio nulo, ;< 0 = SBNAX= (6, 0, -2, 12, 0) |
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Exemplo Prototipo.
Solucoes Basicas Nao Admissiveis

(SBNA).
\
P, P, P, P
02 13 04 05 X3:O /-Pl P2 P5\ % PO
201 0 fmmpBs=| 1O O fix |
X,=0 02 0 X 12
2 00 1 ) 2

Det(B;) niio nulo, x,< 0 =SBNA X=(4,6,0,0,-6) |

45
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Exemplo Prototipo.
Solucoes Basicas Admissiveis (SBA).

Existem 5 SBA que correspondem a 5 pontos extremos de K.
X,=0

Pontos SBA Base
Extr.

A=(0,0) | X=(0,0,4,12,18) | B={P;,P,,P:}

B=(0,6) X=(0,6,4,0,6) B={P,,P;, P}

C=(2,6) X=(2,6,2,0,0) B={P,,P,,P;}

D=(4,3) | X=(43,0,6,0) B={P,,P,,P,}

E=(4,0) | X=(4,0,0126) | B={P,,P,,Ps}

(0,6)
SBA

X, +2X,=18

X;=4

A %
(0,0) E®
SBA (4,0)
SBA
46
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Exemplo Prototipo.

Solucoes Basicas Nao Admissiveis

(SBNA)

Existem 3 SBNA que correspondem aqueles pontos onde se intersectam

pelo menos duas restri¢oes e que ficam fora da regido de admissibilidade.

SBNA Base
F=(0,9) | X=(0,9,4,-6,0) B={P,, P, P,} %o
G=(4,6) X=(4,6,0,0,-6) B={P,,P,,P:}
H=(6,0) | X=(6,0,-212,0) | B={P,,P,,P,}
B i
A e ® v LN
(0,0) E
SBA (4,0) (6,0)
SBA SBNé
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Teorema Fundamental da PL.

Se existe uma solucao admissivel do problema de PL. definido
pelas expressoes (4.1), (4.2) e (4.3), entao existe uma solucao
basica admissivel, e se existe uma solu¢ao 6ptima admissivel

entao existe uma solucao 6ptima basica admissivel.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Numero de Solucoes Basicas.

* Do teorema fundamental da PL. conclui-se que nao é necessario procurar
a solugdo 6ptima entre todas as solucoes admissivels, mas apenas entre
as solugoes basicas admissivers.

* O ndmero maximo destas solugoes basicas para um problema com
restricoes € n variaveis, ¢ dado pelo numero de possivels combinagoes

de 7 nimeros que podem ser obtidas usando 7 nzimeros:

N nl A solucéo 6ptima poderia ser

— encontrada pela
experimentacao de todas as

m m! (n — m) . solugdes basicas admissiveis,
porém este método é
tremendamente ineficaz.
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2.

Conclusoes

A Programagao Linear procura :

Desenvolver um método que permita passar de wuma
solu¢cdo bdsica admissivel para uma outra solugao
basica admissivel que corresponda a um melhor valor
da fungio objectivoy

Dispor de um critério que permita saber quando se
alcangcou a solu¢ido Optima sem necessidade de

experimentar todas as solugoes bdsicas.
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