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Programacao Linear (PL)

Aula 8 : O método Simplex.
Casos particulares.

— Empate no critério de entrada.
— Optimo nio finito.
— Solucoes optimas alternativas.

— Degenerescéncia.
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Forma Padrao
AN ¢

Identificar uma SBA inicial.

Construir o quadro Simplex correspondente

> Calcular os custos reduzidos

~ entra
critério de entrada

Determinar a variavel ndo basica que

Up!lmo Nnao

Determinar a variavel basica que sai
criterio de saida

—

__ fipito?
crité opti finito S
Nao

Im

v
Calcular nova SBA

Actualizar o quadro Simplex
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Caso 1: Empate no critério de entrada

O maximo dos custos reduzidos € atingido em mais do que
numa variavel ndo basica.

Critéerio de entrada:

max{ ¢j-z; | ¢;-2>0 }= ¢, -7, =€}, -7,=.. = Cj, - Z,

Solucao:
Escolhe-se arbitrariamente uma para entrar. Qualquer que seja a

escolha o processo converge para o Optimo.
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Caso 2: Optimo néao finito.

Critério de 0ptimo nao finito:

Faculdade de Engenharia — Optimizacao

A regiao de
admissibilidade é nao
limitada e o valor da f.o.
cresce indefinidamente

nesta regiao.

Nao existe nenhuma componente positiva na coluna pivotal.

Critério de entrada:

coluna pivot.

J

max { C;- Z; | Cj- ;>0 } =C, - z,

X X1 ... X component 0 problema
11 1r 1n ~ n&o tem
X X X © - ;
21 coof A2r | +*+ 22n - x,>07? optimo finito
[Sim
Xm1 e+ Xnr +es Xmn O vector P, da matriz de restricoes

esta em condicOes de entrar na base
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NN Caso2: Optimo nao finito. Exemplo.

G 12 3 0 o0 o0
Maximizar z= 2x, + 3X, Cg Xg Xl X2 X3 X4 X5 B
sujeito a
2X, + 2X, 2 6 2 Xl 1 0 0 1
X+ X <1 3 X, 0 1 0| 2
o =3 0| x. [0 2 1] 1
X1, X 20 ZJ 2 3 -5/4 1 0 8
G4l 0 0 s4 1 0
Todas as componentes da \Zi 1 0 0 -1 1 2
coluna pivotal s&o ndo 3 X, | 0 —+——20 L0} 1|3
positivas (sao todas <0): 4
o problema n&o tem 0] X3 0 O - 4
optimo finito Zj 2 3 0 2 5 |13
Gi-zil 0o o o (2)=5
maximo 6
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QQ Caso 2: Optimo nédo finito. Exemplo grafico.

Maximizar z= 2x; + 3X,
sujeito a X2 4
2X, + 2X, 2 6
X+ X, <1
X, <3
Xy, Xo 20 4 1L
2%, +2x,=6 || f X, =
N
AN
o | ReghaQ de
admissibthdades
3
-X, +X,=1 ﬁ\/l‘
e%(’)
i i
1 2 3 4 5 X1

A regiao de admissibilidade é nao limitada e o valor da f.o. cresce
indefinidamente nesta regiao, o que significa que o problema ndo tem optimo
finito.
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Regiao de Admissibilidade N&do Limitada e Optimo finito. Exemplo grafico.

Se mudamos a f.o de z=2x,+3x, para z=-X,+3X, este novo problema
tem Gptimo finito
solucao

optima

2x, +2x,=6 \
3

Regido de
admissibilidade

Ty tr=1 ﬁ\/l

1 2 3 4 5 X1

A regiao de admissibilidade é nao limitada e o problema tem éptimo finito.
O ponto (2,3) é a solucao 6ptima com um valor 6ptimo igual a 7.
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Caso 3: Solucoes optimas alternativas.

O problema tem uma infinidade de solucoes 6ptimas das quais pelo menos
duas sao solugoes basicas e as restantes podem ser obtidas por combinagao
linear,convexa daquelas

Como identificar a existéncia de solucoes
optimas alternativas?

Quando no quadro simplex optimo existe alguma variavel nao

bdsica com custo reduzido nulo ( ¢;- z= 0 ) com pelo menos

uma componente positiva na correspondente coluna do quadro.
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QQ Caso 3: Solucdes optimas alternativas...

Suponha-se que foi encontrada, na iteracao k, a solugdo optima Xk com z* como
valor da f.o. e que no quadro Simplex existe uma varidvel ndo bdsica com custo
reduzido nulo e com pelo menos uma componente positiva na correspondente
coluna do quadro Simplex.

|:> a entrada desta variavel ndo basica corresponde a
uma nova SBA Xk+1

21 =7%+0 (¢;- ) = 2%+ 0 (0) = z*, i.e., os valores

da f.o0. coincidem
XK+l & também solucdo optima.

Assim podemos, sucessivamente, identificar todas as solucées basicas alternativas.
As solugoes optimas ndo basicas podem ser calculadas como combinagao linear
convexa das solugoes basicas optimas:

X*=AX* + AX*4 ... +AX*, , 0<L < 1
X*,,.., X* — SB optimas 10
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(N"Caso 3: Solucoes optimas alternativas.
Algoritmo.

critério de optimalidade Néao

it
' Verificar a existéncia de

. l
basica solucdes Optimas alternativas

iteracéo.k

com
CJ 'Zj>o g — A N&o FIM !!!
AN basica com Existe uma
Sim ¢;—z=07 solugdo optima Xk

J

Verificar que P,
pode entrar na
‘ base

algum

~

Calcular SNBA optimas
(no caso de R? correspondem
aos pontos duma semirecta)

Calcular
nova SBA

1°. Calcular SBA 6ptimas alternativas.
2°. Calcular SNBA 6ptimas como combinacao linear
convexa das SBA (no caso de R2 correspondem aos pontos dum segmento de recta)
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Caso 3: Solucoes optimas
alternativas. Exemplo grafico

A funcao objectivo alcanga o seu valor maximo em qualquer ponto do segmento de

recta CD. Este segmento de recta constitui o conjunto de todas as combinagoes

lineares convexas dos pontos C e D.

Maximizar Z=3Xx,+ 2X,
sujeito a

Xy <4

2 X, < 12

3X; + 2%, <18
X; X, 20

Xoa
s+ Z* SOLUCOES MULTIPLAS
B C
, 2
- D
2 -
A 2 E 6 )

0 gradiente da funcéo
objectivo coincide com 0
gradiente da recta da 32

restricdo do exemplo,
I.e., as rectas da funcéo

objectivo seriam
paralelas a recta
3x; +2x, =18.
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Y
Réqliada Estrela:

Ox

=2 -(0x3/1)=2

32
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Solucoes optimas alternativas.
Exemplo: Quadro 1

GG |3 2 0 0 0

=0 -(1x3/1)=-3

33

=0 -(0x3/1)=0

34

| =18 -(4x3/1)=6
18.

3b

—
=
>
D
H
D
N
Z
T
@)
<
C
O
)2
@)
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QQ Solucoes optimas alternativas.
Linha 1: NAO MUDA Exemplo: Quadro 2
Linha 3; dividir pelo pivot Ci 3 2 0 0 O
Cg | Xg | %1 X X3 X4 Xs 54
Linha 2: X
022830 | ol x | g y
003 1-1 6 0 | x. 0 0
Zj 0 0
Cj -Zj 0 0
S| X | 1 0 0
X2l 0 0 1
21 X1 0 1 =32 0 U2'3
14
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QQ Determinando solucoes optimas alternativas.
Exemplo: Quadro optimo

A solucao X=(4,3,0,6,0) C.
que corresponde ao ponto J 3 2 0 0 0
D=(4,3) é 6ptima. O valor Cg Xpg X1 Xo X3 X5 Xsg B
optimo é 18 3 Xl 1 0 —1 0 0 4
A variavel ndo basica x —O\ X4 I 0 0 i . L 16 I
3
tem: c;-2,=0, e na 2 ? 0 1 32) 0 123
coluna do quadro j 3\Zﬁ'05 0O 1 |18
existem coeficentes 7.
positivos = existe CJ ‘i 0 0 g) 0 -1
solucdes optimas 3 Xl 1 0 0 13 13| 2
alternativas
0 X3 0 0 1 1/3 -1/3 | 2
A solucao X=(2,6,2,0,0) que X
corresponde ao ponto C=(2,6) 2 E 0 ! 0 1/2 0 6
também ¢é dptima com 0 mesmo zj 3 2 0 /Q\ 1 18
valor optimo 18 C.-7.
izl o0 0 (@)1 |,
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Determinando solucoes optimas alternativas.

3 2 0 0 0

A solucdo X*=(2,6,2,0,0) Ca Xg

que corresponde ao ponto

C=(2,6) também & optima 3 | X1 1 0 0 -13 1832

com o0 mesmo valor optimo 0 )(3 0 0 1 1/3 -1/3 | 2

18 2 x, 0 1 0 12 0 6

3 2 0 (0)1 18
0 0 0 0 -1

A variavel ndo basica X, tem ¢, —z, =0. A iteragdo extra ndo muda os
custos reduzidos, i.e., a variavel basica que sai fica com 0 mesmo valor
nos seus custos igual a 0. Se continuar com outra iteracao vamos a obter
0 quadro anterior, ou seja a primeira SBA optima. Verificar!!!l

16
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Determinando as solucoes optimas

alternativas nao basicas.

Existem duas SBA 6ptimas com o valor optimo 18:
» X*,=(4,3,0,6,0)-que corresponde ao ponto D=(4,3)
» X*,=(2,6,2,0,0) -que corresponde ao ponto C=(2,6)

Qualquer outra solucéo ndo basica admissivel (SNBA) optima, X* , é obtida como

combinacao linear convexa de X*; e X*,, atribuindo a A valores numéricos

diferentesentreOe 1 :

X*= 2| o | + (@2

O MNO DN

0

Qa

or exempl
fixando

A=Y

f
D

Yox4+1ax2

1o x 3+ X6
o x 0+ x2
1 x 6+ 12 x0
%x0+%x0

A SBNA optima X*—( 3,451,3,0) corresponde ao ponto
L=(3,4.5) dosegmento de recta CD

w

4,5

o w
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NN Caso 4: Degenerescéncia &
“cycling”.

*Quando se esta a definir qual a variavel basica que sai e o minimo
¢ atingido em mais do que um dos guocientes (empate no critério de saida)
obtém-se uma solucao basica degenerada, 1.e., com variavels basicas

nulas.

*O Algoritmo Simplex nos casos de solucoes degeneradas pode
entrar em ciclo (“cycling”) i.e., pode comecar a reproduzir
periodicamente as mesmas solugoes basicas, mantendo-se constante

o valor da f.o. e nunca atingir o valor 6ptimo.

18
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NN Caso 4: Degenerescéncia. Exemplo.

Mz_:tx_imizar Z=3X%;+9X, minimos
sujeito a Cj 3 9 0 0 empatados
X, + 4%, <8 — P
X, + 2X, <4 Cg Xp X1 X X3 X4 8/4=2
SO ey . IR
Escolhe-se 0 X4 1 2 O !
arbitrariamente -
para sair Xj ZJ 0 g 0 0 0
Solucéo
A solugao 9 X2 1/4 1 1/4 0 2 degenerada
x=0200 ¢ Lol X | [I2] 0o 12 1 (o
degenerada
(a variavel basica x, € Z; o/4 9 o4 0 | 18
nula)
CiZi| (34) 0 om0 9
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Caso 4: Degenerescéncia. Exemplo

Maximizar Z=3Xx;+ 9 X,
sujeito a
X; + 4 X%,
X + 2X%,

<8
<4

Xy X, 20

A solucéo
X=(0, 2,0,0) ¢ optima
e degenerada

(a variavel basica x, é
nula)

G 1 3 9 o0 o0
Ce | Xg | X1 X X3 X4 | p /7| 2x4=8
¥
X
9 5 141 1 1714 0 2/_‘ F—
0 X4 1/2 0 -1/2 1 é ‘minimo
il 94 9 o4 0 |18
Cj =Z; (3/4) 0 -94 O
~—~— S I ~
9 Xo 0 1 1/2  -1/2 ZF deg%rlljg:sloda
3] X 1 0 -1 2 @
; 3 9 32 32|18
Cj - 0 0 -3/2 -3 .
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NN

Caso 4: Degenerescéncia. Exemplo

Grafico.
Maximizar Z=3x;+ 9 X, N
sujerto a ’ Solucdo éptima degenerada:
:((1 : 24XX2 ff O ponto (0,2) é obtido como
. 27 i interseccdo de 3 rectas
X, X, 20 (equac0es), 1.e. existe uma
; restricdo redundante

X, +2X,=4

21
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Caso 4: Degenerescéncia.

Degenerescéncia acontece quando no percurso do algoritmo Simplex

aparece uma SBA degenerada. Podem acontecer duas situacoes:

— O algoritmo Simplex pode entrar em ciclo (““cycling”), podendo
repetir a mesma sequéncia de iteracoes, nunca atingindo a solucao
optima.

— O algoritmo Simplex consegue continuar até atingir uma solucao
optima. Neste caso diz-se que a solucao ¢ temporariamente

degenerada.

22
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Qﬁolugﬁo temporariamente degenerada. Exemplo grafico.

Feasible Region in Decision Space

Maximizar Z=3x,+ 2 X, g ol
sujeito a
4x, + 3%, <12 7 -
4x, + X, <8
4X1 - X5 <8 ° 7 4X;-X; =8
5 -
Xy X, 20

O percurso do algoritmo Simplex
é A—->B—E, passando pelo
ponto B que corresponde a uma
SBA degenerada, i.e. asolugdo é
temporariamente degenerada

Xz 4

4x,+ 3 X,=12

O ponto (2,0) é obtido como X1

intersecgéo de 3 rectas: @ optimal solution

4X +X,=8,4%X-X,=8,X,=0 ® feasible extrerne points
e corresponde a uma SBA L _
infeasible extrerne points
degenerada 23
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NIN Técnicas para tratar a
degenerescéncia.

*Para evitar a entrada em ciclo do Simplex pode ser utilizada uma das seguintes

técnicas:

— Técnica de perturbacao:

“perturbando’ ligeiramente o vector dos termos independentes

condictonando a escolha dos indice da linha pivotal.

— Regra de Bland:

condiciona a escolha dos indices da coluna e linha pivotal.

A regra de Bland é mais elegante do que a técnica de perturbagiao, mas,

computacionalmente menos eficiente.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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QDEQGHQrescenCla : Foi introduzida por Charnes, 1952, e
Tecn ica de pertu rbagao. e equivalente a outra regra: a regra

lexicografica apresentada por
Dantzig, Orden and Wolfe em 1955

Suponha-se que a matriz basica inicial (matriz identidade) ocupa as m primeiras
colunas do quadro.

_ _ i0
0 =6, = min: X—\ximﬂ >0

LNim+L

1°.Calcular: [ x }

Suponha-se que existe empate nos
’ - N - XO X O qu
indices s,...,q (correspondentes as N1 22 (x, >0p="2=...=
. ir
linhas do quadro) i=s..q | Xir Xsr Xar

em lugar de calcular os

quocientes entre os termos 20 Calcular: y
independentes, calcular entre |~ “Im | N {_-1 ‘Xir > O}
as componentes com indice 1 i=s..q [ X

nas colunas correspondentes

: : _ X
Suponha-se que ainda existe | in ﬂ‘xir >0\ = X1 _ o=
empate nestes novos quocientes i=s..q | Xjr Xsr Xar
25
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NI Degenerescéncia. Técnica de
perturbacao.
em lugar de calcular os ient ..
J [ 05 QUOCIENIES |30 “Calcular:: o (x
entre os termos independentes, min i2 ‘x >0
calcular entre as componentes com i=s..q [ X
indice 2 nas colunas correspondentes

X X
Xz |x, >0p =22 o - a2
), min| X -op-Xe K

Se 0 empate ainda persistir, repetir o0 processo com

X..
min{i\xir >0:]= 2,3,...m}
i=s...q X

ir

este processo garante o desempate.

26
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NN Técnica de Perturbacao . Exembplo.
Maximizar Z=3x,+9x, | Paraaplicar a técnica de perturbacdo a matriz
sujeito a Identidade deve ocupar as primeiras colunas do quadro
X; + 4%, <8 minimos
C.
X + 22X, =4 J 0 ml%imo 3 J empatados
X, X, 20 Cg XB X3 X4 X X b /| 8l4=2
¥

—

recalcular quocientes: 0 X3 /I"l//' 0 | 1 4 3 ‘

1/4em | 0 J \ L
em lugar X 1 >
de 8/4= 2 2110 .

/.
0/2 em lugar 41 0 0 0

0 0
de 4/2= 2 -zl o 0o 3 (9)

Como existe empate nos minimos dos quocientes para lograr um desempate ¢ preciso
“berturbar” os termos independentes. i.e., em lugar de caleular os guocientes entre os termos
independentes, calcular entre as componentes da linha 1 nas colunas das varidveis onde existe o
empate (neste caso : x5 ex, ) min (1/4,0/2) =0 em lugarde min (8/4, 4/2) = 2.
Como existe agora um desempate a variavel a sair da base ¢ x,

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Degenerescéncia. Regra de Bland.

Foi introduzida
por Bland em

1977

1°. Escolher a coluna para entrar a base:

aquela que tem menor indice 7 que verifica ( - .@) > ()

2°. Regra do quociente minimo:

| X
O = 0, = miny —°2—|x
i X

>0

im+1
im+1

Se existir empate, escolher entre os quocientes que dao origem ao

empate aquele com menor indice .

28
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