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Aula 2 = 2. Equacao diferencial de conducao de
calor

Topicos:
Equacao diferencial de conducao de calor;
Deducao da equacao Basica,
Aspectos Particulares da equacao diferencial (leis de

Fourier, Poisson e Laplace);

Solucao da Equacao unidimensional de transferéncia

de calor em regime permanente.
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2.1 Introducao

A transferéncia de calor e a temperatura estao

directamente relacionadas, mas sao de natureza

diferente. Diferente da temperatura o fluxo de

calor tem magnitude e direccao, logicamente é um
vector. Dai é necessario para além da magnitude,
descrever a direccao para caracterizar por

completo a transferéncia de calor num ponto.
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2.1 Introducao

Magnitude da
temperatura no
O fluxo de calor ponto A
(sem direccao)
tem direccao e 50°C
: ) 80 W/m?
magnitude, dai ser .
uma grandeza \ _
Magnitude e

direcgao do fluxo
de calor no mesmo
ponto

vectorial
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2.1 Introducao

Direccao do fluxo
de transferéncia de
calor (positivo na
direccao positiva e
negativo na direccao

negativa)
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2.1 Introducao

A espectficacao da temperatura num ponto,
primeiro requer a descri¢ao da localizacao do tal
ponto. Isso pode ser feito através da escolha de
um sistema de coordenadas que pode ser:
rectangular, cilindrico ou estérico, o que depende
da forma do corpo e da posicao conveniente do

ponto de referéncia a utilizar.
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2.1 Introducao

Z

X /JC

(a)Coordenadas rectangulares  (b)Cooredenadas cilindricas (c) Coordenadas esféricas

Distancias e angulos envolvidos quando se descreve a localizagao de um ponto
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2.1 Introducao

Os problemas de transferéncia de calor sao
geralmente classificados em de regime transiente e
de estado permanente. O termo permanente
implica que nao haja variagoes no tempo de
nenhum ponto do melo, enquanto transiente,
refere-se a problemas que tenham variacao no

tempo ou que sejam dependentes do tempo.
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2.1 Introducao

Conducao
transiente e
estaclonaria em
uma parede

plana

2 horas

15°C 7°C

NV

15°C 7°C
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— O

(b) Estacionario

5 horas

12°C 5°C
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2.1 Introducao

Os problemas de transmissao de calor sao
geralmente classificados em unidirecionais
bidireccionais e tridireccionais dependendo da
magnitude da transferéncia de calor em cada uma
das direccoes e da precisao desejada na solugao
do problema.

No caso geral o calor transmite-se de modo

tridimensional.
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2.2 Transferéencia de Calor Multidimensional

|
|
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\2.2 Transferéncia de Calor Multidimensional

B

A Lei de Fourier para a transferéncia de Calor Unidimensional
e dada por:

Qcond = _kAfl’—i (W) (21)

% Se n for a normal a superficie isotérmica no ponto P, a taxa
de transferéncia de calor nesse ponto pode ser expressa pela
Lei de Fourier do seguinte modo:

ol

Qcond = _kAa_n (W) (22)
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\2.2 Transferéncia de Calor Multidimensional

| Em coordenadas rectangulares o vector da conducdo de calor
ode ser expresso em fungdo dos seus componentes.

0,=0.i+0,j+0.k (2.3)

Onde i, j e k sao vectores unitarios e Q,, O, e O, sdo as
magnitudes de transferéncia de calor nas direcgoes x, y e z.

oT - oT - T
e 0 -4
0z

(2.4)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 13



2.2.1 Geracao de calor

O meio pelo qual o calor é conduzido pode envolver a conversao de
energia eléctrica, nuclear ou quimica em calor (energia térmica) . Quando se

faz analise da conducao de calor, esta conversao de calor denomina-se

geracao de calot.
A geracao de calor ¢ um fenémeno volumétrico. Ele ocorre ao longo de

todo o corpo, dat a a taxa de geracao de calor ser dada em unidades por

volume as suas unidades saio W/m?

G =j;ng (W) @25

No caso de geracao uniforme de energia, caso da resisténcia eléctrica, a

geracao de energia transforma-se em:

G=glV (W)
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Exemplo 2.1

Uma resisténcia de 1200 W de um secador de
cabelo, tem 80 cm de comprimento e diametro
de 0,3 cm. Determine a taxa de geracao de calor
na resisténcia, por unidade de volume, em
W/cm? e o fluxo de calor na superficie externa
da resisténcia, como resultado da geracao de

calor.
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Resolucao do Exemplo 2.1

A taxa de geracao de calor determina-se dividindo o total do calor gerado,
pelo volume da resisténcia.

G 1200

G
_v _ _ =212 W/em’
*T, (vD*/4)L [n (0,3cm)’ /4] (80cm) o

Similarmente o fluxo na supertficie externa da resisténcia, como resultado
da geracao de calor, ¢ determinado pela divisao do total do calor gerado
pela area superficial da resisténcia.

G G 1200 W

- - = =15,9 W/em®
4, nDL w(0,3cm)(80cm) -
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2.3 Equacao diferencial de conducao de calor
unidimensional

Os problemas de transmissao de calor
unidimensionais sao os problemas em que o calor
¢ transmitido por difusao em uma unica direc¢ao.
O termo unidimensional refere-se ao facto de
somente uma coordenada ser necessaria para
descrever a variacao espacial das variaveis

independentes.
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‘ 2.3.1 Parede Plana

G Volume
elementar

Conducao de calor |

S
unidimensional t:
, M~
através de um —_~ T
L
|
volume elementar . e
0. Ir-.,.
xﬁh"";l-
numa grande parede ‘B .
1 <« S
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x+Ax [ >
A=A =A
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2.3.1 Parede Plana

Ou seja:

Q _ Q n G _ AEelement (2.6)
X xX+Ax element At
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‘ 2.3.1 Parede Plana

| A variacdo de energia no elemento e a taxa de geracdo de
energia no elemento, podem ser dadas pela expressao:

AEvelement = Et+At - Et - mC(];-"At B T; )= pCAAX(T;-'-At B T;) (27)

Gelement = gV = gAA)C (28)

element

‘Substituindo na Equacdo 2.6 obtem-se: I

- - . _ Tt+At — Tt
Q. = Qa + 84Ax = pCAAx A7 (2.9)

‘Dividindo por AAx: I

1 Q Ax_Q . TtAt_Tt
- =2 ad =pC>=—1L 2.10
A Ax tE=p At ( )
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‘ 2.3.1 Parede Plana
‘Calculaa’o o limite quando Ax—0 e At—0: I

lim Loeae =Ge _ 90 _ 6(_kA£) (2.11)
Ax—0  Ax ox ox 0x
Da definicdo de derivada e da Lei de Fourier para a conducdo
obtém-se:
19(, T T
— A y = pC— 2.12
Aax(k 8x)+g pC ot ( )

Note-se que A é constante para a parede plana. Entdo a equacgdo transiente
unidimensional de transferéncia de calor num plano resulta em:

- - B d [, 0T : o7
Condutibilidade termica variavel k +g=pC— (2.13)
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b3.1 Parede Plana

%& A condutibilidade térmica em muitos problemas é considerada
constante entdo a Equacgdo 2.13 transforma-se em:

2 o
[Condutibilidade térmica constante ] o1 + & 1T (2.14)

Onde a=k/pC ¢ a difusibilidade térmica do material e denota a
velocidade de propagacao do calor pelo material

[R ' t ] d2T+g— (2.15)
egime permanente PR :
[Regime transiente sem geragao de ] °T 10T (2.16)
calor 2 '
ox~ o ot
Regime estacionario sem geragédo d’T
[de calor ] P 0 (2.17)
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2.3.2 Cilindro Longo

Conducao de calor
unidimensional
através de um
volume elementar

num cilindro longo
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2.3.2 Cilindro Longo

Ou por outra

AE
element (2 1 8)

At

Qr - Qr+Ar + Gelement =
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‘ 2.3.2 Cilindro Longo

| A variacdo de energia no elemento e a taxa de geracdo de
energia no elemento podem ser dadas pela expressao:

AE

element

=E,,\ ~E =mC(., - T,)= pCAA (T, - T) (2.19)

1+ At

Gelemem‘ = g I/elemem = gAAI" (2-20)

‘Substituindo na Equacdo 2.18 obtem-se: I

- - . T;+ t _T;
O, = O,,n + &AAr = pCAAr—=2——= (2 21)

At
‘Dividindo por A-Ar obtém-se: I
1 Q A _Q . 1, A -1,
_ _ =r+Ar r — C t+At t
g = pCoe (2.22)
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‘ 2.3.2 Cilindro Longo

‘Calculaa’o o limite quando Ar—0 e At—0 I

. 0..-0 090 9 oT
1 r+Ar ro— = _ kA_
A Ar or or ( or ) (2.23)
Da definicdo de derivada e da Lei de Fourier para a conducao
obtem-se:
ii( kAﬁ) vo=pcdl (2.24)
A or or ot

Note-se que A=2nrl para este caso. Entdo a equacdo transiente
unidimensional de transferéncia de calor num plano resulta em.

r or ar

i 19/, 0T\ . oT
Condutibilidade térmica variavel ——|rk—|+g=pC =, (2.25)

&
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‘ 2.3.2 Cilindro Longo

Para o caso da condutibilidade termica constante entdo a
Equacdo 2.25 transforma-se em.

[Condutibilidade térmica constante ] (2.26)

ror\ or k ocat

AN L

Onde mais uma vez o=k/pC é a difusibilidade termica do material

( )

Regime estacionario com geragéo de calor ld rd_T +§ =0 (2.27)
rdr\ dr '

.

\

7

Regime transiente sem geragao de calor

. J

"or )" a o (2.28)

v or

li( aT) 19T

d( dT
[Regime estacionario sem geragao de calor ] ;(”;)ﬂ) (2.29)
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2.3.3 Esfera

Conducao de
calor

unidimensional

através de um

volume elementar

Volume

de uma esfera elementar
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‘ 2.3.3 Esfera

r° or or ot

1 9 oT
[Condutibilidadevariével ] — ( k—)+g pC— (2.30)

‘No caso da condutibilidade termica constante reduz-se a: I

[ . ]18(28T)g 19T
Condutibilidade térmica constante + — =

e — =
r* or or) k o or (2.31)
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‘ 2.3.3 Esfera

Onde mais uma vez o=k/pC é a difusibilidade térmica do material

r* dr

[Condutibilidade térmica constante ] ii(rzd—T) +

1 o oT 1 oT
[Regime transiente, sem geracao de calor ] > ar(rz )= ~ 2 (2.33)

[Regime estacionario sem geracao de calor ]

d dTl ou dzT dT
dr(r E) 0 T2 =0 (2.34)
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2.4 Equacgao geral de conducgao de calor

2.4.1 Coordenadas rectangulares

Qz + Az
Condugao de calor | \/51ume de controle
tridimensional /\.
, Q

através de um ¥
volume elementar gAXAyAz 7
rectangular z Q,

T Ax

y \|‘|/
X 0

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

31



2.4 Equacao geral de conducao de calor

A maioria dos problemas de transferéncia de calor
encontrados na pratica podem ser aproximados a
problemas unidimensionais.

Porém, este nem sempre € 0 €caso, € as vezes € Preciso
considerar que o calor se transfere também em outras
direccoes. Nesse caso a conducao de calor €
multidimensional, e a equacao diferencial desses sistemas
pode ser apresentada em coordenadas rectangulares,

cilindricas ou esféricas.
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2.4.1 Coordenadas rectangulares

Ou seja

L. . . . AE,
Qx + Qy + Qz — Qx+Ax T Zy+Ay Qz+Az + Gelement = Alt t (235)
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2.4.1 Coordenadas rectangulares

B

Note-se que o volume elementar ¢ dado por I/

= Ax-Ay-Az.

A relacao entre a variacao de energia do elemento e a taxa de

element

geracao pode ser dada por:

AE

element

o~ 1) = pCAAYAZ(T,,, ~T,)  (2.36)
C.;element = g AXAy AZ

‘Substituindo na Equacao 2.35 obtém-se: I

Qx + Qy + Qz - Qx+Ax - y+Ay QZ+AZ + gAxAyAZ pCAxAyAZ ( r+zt )

‘Dividindo por Ax-Ay- Az recebe-se: I

1 Qx+Ax Q 1 Qy+Ay _Qy _ 1 Q +Az Q +g pC t+At T; (2 37)
M A MMz Ay AAY A Al '

=F

t+At

-FE = mC(

element
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2.4.1 Coordenadas rectangulares

limite de Ax,4y,4z e At—0 da:

d (,0T d(,0T

0

oT

()l )l

0z

dy\ dy

dz

|

As areas de transferéncia de calor do elemento nas direcgoes X, y
€ Z S0 Ax= AyAz, Ay= AxAz e Az= AxAy, respectivamente € 0

(2.38)

Da defini¢ao de derivada e da Equacao de Fourier obtém-se:

Qx+Ax _Qx — 1 an — 1 0 —kAyAZ£ = _i k£

=0 AyAz Ax AyAz 0x  AyAz ox ox ox\ ox
. e

fm L o=@ L 0G L A 4, 0T _0(of

M-0AxAz Ay AxAz 9y  AxAz gy ay dy\

1 Q-9 _ 1 00, — 1 9 —kAxAyg\ = _i kg

=0 AxAy Az AxAy 0z  AxAy oz 0z z\ 0z

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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2.4.1 Coordenadas rectangulares

2 2 2 .
[Condutibilidade térmica constante ] o + o + vt + &2 1o (2.39)
x> 9 0z k o ot
Regime permanente (Equacgao de azf + 62]; + 62]; +§ =0 (2.40)
Poisson) ox* dy” dz" k

[Regime transiente, sem geracéo de ] O°'T o'T T 19T (2.41)

i + =
calor (Equacao da Difusao) ox> 9y 90 o ot

Regime permanente, sem geragao 0°'T " 32{ + 62]; -0 (2.42)

de calor (Equacao de Laplace) x> 9y oz
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‘2.4.2 Coordenadas cilindricas

Volume 1

dz r
elementar — ¥> a
. . A
diferencial em
Z

coordenadas

cilindricas

S
2 p———\ %
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‘2.4.2 Coordenadas cilindricas
®

A equacdo de calor em coordenadas cilindricas pode ser
obtida do balanco de energia de um elemento volumétrico

da equacdo diferencial usando as seguintes

transformacoes.:

X =7rCcosq, y=rsimp e z=z
19 (00, 1 0 (010, 9 (0T s - pc9L (243
r or or | r° ado op )] dz\ oz ot
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‘2.4.3 Coordenadas esféricas

Volume
elementar

diferencial em

coordenadas
-

X
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‘2.4.3 Coordenadas esféricas

ﬁ A equacdo de calor em coordenadas esféricas pode ser

obtida do balanco de energia de um elemento

volumetrico da equacao diferencial usando as

seouintes transformacoes:

X=rcos¢sin0, y=rsingsin@ e z=cosp

1 o oT 1 d (,oT 1 4 oT oT
—— | kr* — | + k + ksin — |+ g = pC—
r 6r( or ) r>sin’0 ¢ ( 0P ) r*sin® 90 ( 00 ) £=P ot (2.44)
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2.5 Solu¢ao da Equacgao unidimensional de
transferéncia de calor em regime permanente
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2.5 Solucao da Equacao unidimensional de
transferéncia de calor em regime permanente

Obtendo a solucao
geral de uma
simples equacao de
segunda ordem

por meio de

integracao.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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2.5 Solucao da Equacao unidimensional de
transferencia de calor em regime permanente

Quando se aplica as
condicoes de fronteira a
solucao geral num ponto
especifico as variaveis
dependentes e
independentes devem ser
substituidas pelos seus

valores especificos.

Condicoes de fronteira
o =T,
Solucéo geral
TG = i s
Aplicando as condicbes de fronteira
G e T e S
0 0

T,
Substituindo:
C_ T] — (-] o D + {:2 —3 (_.‘2 . T-|

N&ao involve x ou T(x) apos as
condicdes de fronteira serem aplicadas

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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