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Aula 3 = 2. Equacao diferencial de conducao de calor
(cont...)

Topicos:
0 Condicoes 1niciais e condicoes de fronteira;
0 Geracao de Calor num Sélido;

0 Condutibilidade Térmica Variavel.
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2.6 Condicoes 1niciais e condicoes de fronteira

Para determinar a distribuicao de temperatura em um meio,
¢ necessario resolver a forma apropriada da equacgao de
calor. Tal resolucao depende das condicoes fisicas existentes
na fronteira do sistema e se a situacao varia ao longo do

tempo a solucao também depende das condicoes existentes

no sistema em dado instante inicial.
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2.6 Condicoes 1niciais e condicoes de fronteira

Para descrever por
completo um problema
de transferéncia de calor,
devem ser dadas duas
condicoes de contorno,
para cada direccao ao
longo da qual a
transferéncia de calor é

significante.

—_—

7
[//

50°C
\ ISOC

Oe

Algumas solucdes de

2
T,
dx

—— A Unica solugao
% due satisfaz as
condicoes:
T(0) = 50°C
e T(L)=15°C.
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2.6.1 Temperatura especificada

Condicao de
contorno de
temperatura
especificada em

ambas as superficies

de uma parede plana.

i b
150°C I(x.1) 70°C
Oe .L ;

7(0, 1) = 150°C
ITL,1) =70°C
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‘ 2.6.1 Temperatura especificada

%& A condicdo que e geralmente especificada no instante t=0 é
chamada condicéo inicial, que é a expressao matematica da
distribuicao da temperatura no meio, inicialmente.

Em coordenadas rectangulares, as condicdes iniciais em geral
sao dadas pela expressao:

T(x, ¥, z,O)= f(x,y,z) (2.45)

Onde f(x,y,z) representa a distribuicao da temperatura no meio
no instante t=0.
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2.6.1 Temperatura especificada

A temperatura de um meio pode ser directamente facilmente medida
. Daf uma das maneiras mais faceis de especificar as condicoes
térmicas de uma superficie ¢ predizer a temperatura. Para um
sistema unidimensional de transferéncia de calor num plano de

espessura L, as condi¢oes de temperatura especificada na fronteira

odem ser escritas da secuinte maneira:

7(0,¢)=T,

T(L,)=1, %

= Onde T, eT, sao as temperaturas especificadas nas superficies

x=0 e x= L respectivamente
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2.6.2 Fluxo Prescrito

Condicoes de
contorno de fluxo

prescrito em ambas

as paredes do plano.
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2.6.2 Fluxo Prescrito

Se houver informacao suficiente das interaccoes de energia na
superficie ¢ possivel determinar-se a taxa de calor transferido e dai o
fluxo. A taxa de calor transferido na direccao positiva x em

qualquer lugar do meio, incluindo nas fronteiras, pode ser expressa

ela lei de Fourier de conducao de calor da seouinte forma:

oT (Fluxodecalorna

V= —f— = W/m’ 2.47
1 dx |\ direccao positiva de x ( / ) (2.47)

As condicoes de fronteira sao obtidas igualando o fluxo de calor a —

k(0T/ 0x) na fronteira.
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2.6.2 Fluxo Prescrito

Por exemplo para uma parede de espessura L sujeita a um fluxo de

calor de 50 W/m? no meio, nas duas paredes o fluxo de calor

especificado é dado por:

9T (0.1) _ < ou _kaT(LJ)
B 0x
o0x

=-50 (2.48)

—k

E de notar que o fluxo de calor na superticie em x = L. esta na

direccio negativa de x daf ser -50 W/m?.
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2.6.2 Fluxo Prescrito (parede plana isolada)

Parede plana
isolada e condicao
de contorno de
temperatura

prescrita.

- T\
Isolamento T(x, 1) 60°C
O|® -
X
o070, 1) _
ox 0

T(L, t) =60°C
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2.6.2 Fluxo Prescrito (parede plana isolada)

Algumas superficies sao isoladas de forma a diminuir as perdas de

calor. As condi¢oes de contorno numa superficie perfeitamente

isolada (em x=0 por exemplo) pode ser expressa por:

T
0, oT0.1)_
0x 0x (2.49)

k

E uma superficie isolada, entao a primeira derivada da temperatura

em relacao as variaveis espaciais na direccao normal a superficie

1solada é zero.
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2.6.2 Fluxo Prescrito (simetria térmica)

/-fPIano de simetria

Zero |
slope

Condicoes de
s /"”Distribuigéo de
contorno térmicas temperatura
(simetrica em
|

simétricas para o relagao ao plano

de simetria)
centro de uma :
parede plana. o ! |
L L =
2
dT(L/2, 1) ~0
ox

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 14



2.60.2 Fluxo Prescrito (simetria térmica)

Alguns problemas de transmissao de calor possuem uma simetria
térmica, como resultado da simetria das condicoes de contorno
impostas.

O centro do plano pode ser visto como uma supertficie isolada e

daf as condi¢oes térmicas deste plano de simetria podem ser

expressas por:

oT(L/2,t) _ 0
0x

(2.50)

Que assemelha-se a condicao de fronteira de transferéncia de

calor com isolamento ou de transferéncia zero.
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2.6.3 Conveccao como condicao de contorno

Convecgao | Conducéo h
2
T

Condicoes de 2
; (T, ~ 700, 1] =~k 2200
ox
contorno de
conveccao nas h, Condugdo |Conveccao
T I B
duas superficies do l
P kLD T
lano ox : 2
Oe TL ;
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2.6.3 Conveccao como condicao de contorno

Para a transferéncia de calor unidirecional, na direccao x em uma

placa de espessura L, as condi¢coes de fronteira de conveccao em

cada uma das superficies podem ser escritas como:

9L ©.1) _ m|T., -70,¢)] (2.51a)
—k%j’t) = [T (L.t)-T., ] (2.51b)
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A direccao de
transferéncia de calor
assumida na fronteira,
nao afecta a expressao
da condicao de

fronteira.

2.6.3 Conveccao como condicao de contorno

Conveccéo [Conducéo

h [T, - T(O, 0] =~k

h

Conveccéo

7, [T, 1) - T, ] =

]}

T

®]

<

d7(0, 1)

0x

Conducéao

L d7(0, 1)

ox

y

=Y
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2.6.4 Radiacao como condicao de contorno

Radiacdo |Conducédo

Condicoes de
.(; .~ €0 [ surr, 1 1, I)4] =—k aTg;)c -

fronteira de radiacao

£ £,
em ambas as T, .. T, .o
superﬁ'cies de uma - Condugdo | Radiacao
parede plana. 3 m—

T(L,t
—k .E)x L OT(L, 1) =T )]

g o=
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‘ 2.6.4 Radiacao como condicao de contorno

Para a transferéncia de calor unidireccional, na direccao x em uma

placa de espessura L, as condicoes de fronteira de radiacao em cada

uma das superficies podem ser escritas como:

o =80 =T (01)'] (2.52a)

(2.52b)
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2.6 Condicoes 1niciais e condicoes de fronteira

Alguns corpos sao construidos de diferentes materiais, entao
para se resolver a equacao de transferéncia de calor, nestes
corpos, precisa-se de uma solucao para cada um dos melos.
As condicoes de fronteira na interface estao baseadas em dois
requisitos:

Os dots corpos em contacto devem ter a mesma
temperatura na area de contacto;

A superficie de interface (superficie de contacto) nao pode

armazenar energia.
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2.6.5 Condicao de contorno no interface

Interface

Material ‘/ Material
A B

T, (g, 1) = Ty(xy, )

Condicoes de

fronteira na T (x, 1

interface de dois

COrpos em contacto Condugso Condugso

perfeito

. ot (o, 1) o dTy(xy, 1)

A Ox B ox

Oe @ -
. -

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 22



2.6.5 Condicao de contorno no interface

As condicoes de fronteira na interface de dois corpos A e B em

perfeito contacto em x = x, podem ser dadas pelas expressoes:

TA(xoat)=TB(xoat) (2.93)

e

oT (x t) 0T (x t)
-k A0Sk BY0° 2.54
4 0x ? 0x ( )

= Onde k, e kg, sao as condutibilidades térmicas dos corpos A

e B respectivamente.
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Exemplo 3.1

Considere um recipiente esférico de raio interior r, raio exterior
r, e condutividade térmica k. Expresse a condigdo de contorno na
superficie interna do recipiente para conducao unidimensional
estacionaria nos seguintes casos:

(a)temperatura especificada de 50 ° C;

(b)fluxo de calor especificado de 30 W/m? em direcdo ao centro;

(c) conveccao de um meio a T_, com um coeficiente de

transferéncia de calor h.
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Exemplo 3.1 (Solucao)

|

(a) temperatura especificada de 50°C

]

b) fluxo de calor especificado de 30 W/m?

(
[em direcdo ao centro

T(I’l) -_ SOOC
] 0D 30w/ m?
dr

|

(c) conveccéao para um meio a T, com um
coeficiente de transferéncia de calor h.

] k

dT(n)

dr

= h[T(rl)_Too]

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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2.7 Geracao de Calor num Soélido

Muitas das aplicacoes praticas de transmissao de calor,
envolvem a conversao de alguma forma de energia, em energia
térmica dentro do meio. A esse meio designa-se por meio que
envolve geracao interna.

Alguns exemplos de geracao de calor sao: a resisténcia de fios
eléctricos, as reaccoes quimicas isotérmicas em solidos, e as

reaccoes nucleares em briquetes de combustivel nuclear.
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

. em UOZ J elemento combusivel R
|{ Hexafluoreto \\ l
de Uranio | ; Il
\) =y f 11
L / A ——
| A _. TS
uo l/ po de dioxido ,,-‘
& de uranio J.” ‘
[ v | ——c - ‘.l
'\ pastinas de Vareta de =
ik 4 Combustivel elemento
combustivel

Pastilhas de Combustivel nuclear

Reaccdes quimicas

Resisténcias Eléctricas
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

A geracao de calor ¢ geralmente expressa por unidades de volume

do meio e ¢ designada por g . Por exemplo o calor gerado por um

fio de raio externo r, e comprimento L pode ser expresso por:

E I’R
s g.Elect. _ e W 3
R, W/m) (255

Onde I ¢ a intensidade de corrente e R, a resisténcia eléctrica do

fio.
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

h, T

No estado
estacionario, o calor
total gerado no soélido

deve abandona-lo pela

sua superﬁcie externa

vV
k

Geracao de Calor
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

Considerando um soélido de superficie A, volume V, e

condutibilidade térmica constante k, onde o calor é gerado a uma
taxa constante por unidade de volume. O calor ¢ transferido do
solido para o meio circundante de temperatura T, com um
coeficiente de transferéncia de calor por conveccao h, constante.
Todas as supertficies do sélido sao mantidas a mesma temperatura T

Perante condi¢oes de regime permanente, o balanco de energia no

solido pode ser escrito como:
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‘ 2.7 Geracao de Calor num Sélido

Ou:

0=gV W) @

Introduzindo o coeficiente de conveccao h, a taxa de transferéncia de

calor pode ser escrita pela Lei de resfriamento de Newton

0=hA,(T,-T.) (W)  (@s7)

Combinando as Expressoes 2.56 ¢ 2.57 e resolvendo em funcao da

temperatura T, obtém-se:

T =T +&~ (2.58)
hA.
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

Para uma parede plana, um cilindro longo macico e uma esfera

macica, respectivamente, a equagao transforma-se em:

7],
T;, parede plana = Too + g? (259)
L citingro = T + el (2.60)
g
T;,esfera = Too +3_l: (261)

¢ de notar que o aumento da temperatura T, na parede do solido é

conseguido a custa da geracao interna.
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

O calor conduzido

através de uma carcaca

cilindrica de raio r é
igual ao calor gerado

S€Mm a carcaca.
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

Considere-se um cilindro imaginério de raio r com um cilindro no

seu interior. O calor gerado pelo cilindro interno deve ser igual ao

calor conduzido através das suas paredes externas. Da lei de Fourier

ara a conducao:

— kA ar _ sV (2.62)
dr

Onde A,=2xrL. e V,=nr?L.. Substituindo estas expressdes na

Equacao 2.62 e separando as variaveis obtém-se:

_ k(zy;r[,)dl = gecrzL)—> dT = —grdr (2.63)
dr 2k
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

Integrando de r=0 onde T(0)=T até r=r, onde T(r,) = T, obtém-

SC.

AT ) P S0 (2.64)

max,cilindro

Onde T, ¢ a temperatura no centro do cilindro que ¢ a temperatura
maxima e AT___a diferenca entre a temperatura central e da

superficie do cilindro. Desde que AT, seja conhecida, a

temperatura no centro do cilindro pode ser facilmente determinada

por:

T, =T1,=T +AT__ (2.65)

centro
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

Temperatura maxima
num solido simétrico
com geracao uniforme

de calor ocorrendo no

SCu centro.

Linha de
simetria
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‘2.7 Geracao de Calor num Sélido

As aproximacoes acima podem ser utilizadas para determinar a

diferenca maxima de temperatura num plano de espessura 2L e

numa esfera macica de raio r,_ resultando no seguinte:

3
gL 2
AT,ma.x,pa.redepla.na = 2k ( 66)
)
87
AT, max,esfera = a (267)

Da mesma forma que na Equacao 2.65, a temperatura maxima no

centro pode ser determinada adicionando a temperatura da parede

a diferenca maxima de temperatura.
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Exemplo 3.2

E gerado calor em um fio longo de raio r, a uma taxa constante
de g, por unidade de volume. O fio e coberto com uma camada

de isolamento de plastico. Expressar a condicao de contorno de

fluxo de calor na interface em funcéo do calor gerado.
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‘Exemplo 3.2 (Solucio)

‘O calor total gerado no fio eo fluxo de calor na interface sao: I

G gO fio gO(ﬂ:r )

Q G go(ﬂji"ozL) goro
A A (2rr,)L 2

q, =

Supondo um equilibrio da conducéo unidimensional na direcéao
radial, a condicao de contorno de fluxo de calor pode ser expressa
como:

_k dI(ry) _ 8o

dr 2
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2.8 Condutibilidade Térmica Variavel

Como ja fol mencionado a condutibilidade térmica do
material varia com a temperatura. Contudo esta variacao ¢é
desprezivel para a gama de temperaturas nas quais muitos
dos materiais se usam, ai utiliza-se um valor médio do

coeficiente e considera-se este uma constante.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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2.8 Condutibilidade Térmica Varidvel

500
400 l %Scilvclr
opper-||
300 LTS Gold |
200 Aluminum ——
N~
Variacio da o 100 NS T =
ey o1 g \\ ‘ﬁ_ Platinum
condutibilidade 2 50N I*
z N \
£ 1: = N
de certos solidos ER ><¢’ST$1, I
g " \ AISI 304
em funcao da 2 10 mina
_ﬂg oxide -
= NS
temperatura. ST /
‘\\
- Pyroceram
2 B /
=~ |Fused quartz
N BT
100 300 500 1000 2000 4000

Temperature (K)
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‘ 2.8 Condutibilidade Térmica Variavel

Quando a variacao da

condutibilidade térmica do
material em funcao da

temperatura k(T) é

conhecida, o valor médio ffz k(T )dT
do coeficiente de k .. = d (2.68)
medio T2 _ ]-71

condutibilidade térmica no
intervalo de temperaturas

entre T, e T, pode ser

determinado de:

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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2.8 Condutibilidade Térmica Variavel

O fluxo de calor transferido em uma parede plana, num cilindro

ou numa esfera, para o caso de condutibilidade térmica variavel

pode ser determinado de:

1~ 2 !

Qparede plana — k médioA L - LI, (269)

I -T,
oo =20tk L

Qcﬂmd.ro médio ln(rz /rl) 11'1(7’2 /rl )‘Zk(T }iT (2.70)
T, - 4:n: nr,

Qesfera = 4nkmédior1r2 Jfk(T):iT (271)
r, — -rn I
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2.8 Condutibilidade Térmica Varidvel

A variacao da condutibilidade térmica do material em funcao da

temperatura num intervalo de interesse pode ser dada por

aproximacao como uma funcao linear

k(T)= k, (1 + BT) (2.72)

«  Onde B ¢ designado por coeficiente da temperatura da
condutibilidade térmica. O valor médio da condutibilidade
térmica no intervalo de temperatura T e T,, pode ser escrito
como:

T, +1, 2.73
kmedio = =k0(1+ﬁ 22 1)=k(Tmédio) ( )
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‘ 2.8 Condutibilidade Térmica Variavel

Variacao da temperatura numa
parede plana com regime
unididimensional de conducao
de calor, para os casos de
condutibilidade térmica

constante e variavel.

T"

Parede Plahé

K(T) = ky(1 + BT)
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Exemplo 3.3

Considere uma frigideira de aluminio, usada para cozinhar um
bife num fogéao eléctrico. A seccao inferior da frigideira tem a
espessura de L=0,3 cm e o diametro D=20 cm.

A unidade eléctrica de aquecimento consome 800 W de poténcia
para cozinhar, e 90 por cento do calor gerado no elemento de
aquecimento sao transferidos a frigideira. Durante a operacao em
regime estacionario, a temperatura da superficie interna da

frigideira € de 110°C. Apresente as condicdes de contorno para a

seccao inferior da frigideira durante este processo.
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‘ Exemplo 3.3

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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‘Exemplo 3.3 Resolucao 1

A transferéncia de calor faz-se através da seccao inferior da
frigideira, da superficie inferior para a superior e pode
razoavelmente ser aproximada a unidimensional. Vai-se fazer a
analise no sentido normal a superficie inferior da frigideira com o

eixo central x com a origem na superficie exterior, como mostrado

na figura.
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‘Exemplo 3.3 Resolucao 11

Entao as superficies interna e externa da seccdo inferior da frigideira podem ser
representadas por x = 0 e x = L respectivamente. Durante a operacao em
regime estaciondrio, a temperatura dependera somente de x e assim T = T(x). A
condigdo de contorno na superficie exterior do fundo da frigideira em x = 0 pode
ser aproximada a fluxo de calor prescrito contando que sé 90 por cento dos 800

W (isto ¢, 720 W) sao transferidos a frigideira por essa superficie.

Consequentemente:
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Exemplo 3.3 Resolucao 111

dT(O)=q

dx

Onde:

. Taxa de Transferéncia de Calor ~ 0,720 kW ~
%o Area da superficie do fundo T (0,1 m)2

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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‘Exemplo 3.3 Resolucao 1V

A temperatura na superficie interna do fundo da frigideira €
prescrita como sendo 110°C. Entéo a condicao de fronteira nesta
superficie pode ser expressa como:

T(L)=110°C

onde L = 0,003 m. E de notar que a determinac&o das condicdes
de limite pode requerer algum raciocinio e aproximacoes.
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