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Aula 13 o 6. Conveccao

Topicos:
Deducao das Equacoes Diferenciais de Convecgao
Solucao da Equacao Diferencial Para Uma Placa Plana
Equacao de Conveccao Adimensional e Similaridade
Formas Funcionais dos Coeficientes de Friccao e de
Conveccao

Analogias Entre o Momentum e a Transferéncia de Calor
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6.7.3.Equacoes de Conservacao de Energia

Ecalor out, y Emassa out,y
dy
E .
calor in, x E
’ calor out, x
ﬁ —
— —
Emassa in, X Emassa out, x
Ecalor in,y Emassa in,y

Transferencias de energia por
calor e pelo fluxo massico
associados a2 um volume de
controle diferencial na camada
limite térmica, no escoamento

em regime permanente

bidimensional.
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6.7.3.Equacoes de Conservacao de Energia

A energia ¢ uma grandeza escalar, daf as interac¢oes dela nas diversas
direccoes podem ser combinadas em uma unica equacao. E de notar
que o fluxo de massa do fluido que entra pela parte esquerda do

volume de controle ¢ dado por gu(dy-1). A taxa de energia transferida

pela massa ao volume de controle na direc¢ao x é dada por:

a (m ecorrente )
E, -E - ~d
( in out )por massa,x ( Ceorrente ) |:( Ceorrente ) 0x x:| (6 . 30)
0 dy-1)C T
__[pu(dy1)C,T] di=—pC, (u£+T )dxdy
ox ox ox
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6.7.3.Equacoes de Conservacao de Energia

A equacao de energia para o escoamento bidimensional em regime permanente,
com propriedades constantes, obtém-se substituindo as Equagoes 6.32, 6.34 na

equagao 6.30

pCP(u£+v £)=k(62T+6)2T) (6.35)

x> 9y’

‘Quando as forc¢as viscosas nao sao desprezivels a equacao toma o seguinte aspecto: I

oT  oT 0°T  0°T
C.lu +V =k + + ud
O R e, (6.36)

0x dy

Onde @ ¢ a funcao que é obtida depois da analise do comprimento e expressa-se
por:
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‘ 6.7.3.Equacoes de Conservacao de Energia

33

A dissipacao toma lugar dominante nos fluxos a alta velocidade,
especialmente quando a viscosidade do fluido ¢ alta.
Para um caso especial em que o fluido ¢ estacionariou=v =0a

equacao de energia reduz-se como o esperado a equagao de
conducao bidimensional

ou odv

+(_+_)2 (6.37)

D=2
dy ox

(82T azT) o (6.38)
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6.8 Solucao da Equacao Diferencial Para Uma
Placa Plana

Num escoamento laminar de um fluido sobre uma placa plana, a
coordenada x é medida ao longo da superficie da placa, desde a
borda de ataque da placa no sentido do fluxo, e y ¢ medido da
superficie no sentido normal a placa. O fluido aproxima-se da placa

no sentido x com uma velocidade uniforme equivalente a velocidade

do escoamento livre u,.
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6.8 Solucao da Equacao Diferencial Para Uma

Placa Plana

Continuidade

Momentum

Energia

Quando a dissipacao viscosa ¢ insignificante, as equacoes de
continuidade, do momentum, e da energia (Equacoes 6.21, 6.28, ¢
6.35) reduzem-se, para o fluxo constante, incompressivel e laminar,
de um fluido com propriedades constantes sobre uma placa plana a:
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‘ 6.8 Solucao da Equacao Diferencial Para Uma
Placa Plana

‘Condig:ées de contorno para o escoamento sobre uma placa plana. I

Em x=0 u(O,y)= U, T(O,y)= T,
Em y=0 u(x,0)= 0, v (x,0)= 0, T(x,0)= T, (642)
Quando y — 0 u(x,OO)=u T(x,OO)= T,

oo

‘ \\\\\\\\\\\\W\\}\\O\)\EO\\\ NN

vix,0)=0
T'(x,0)=T,
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6.8 Solucao da Equacao Diferencial Para Uma
Placa Plana

As equagoes de continuidade e de momentum foram resolvidas
primeiramente em 1908 pelo Engenheiro alemao H. Blasius, e pelo
estudante L. Prandtl. Eles conseguiram este feito transformando as
duas equacoes diferenciais parciais em uma unica equacao diferencial
ordinaria, introduzindo uma nova variavel independente, chamada
variavel da similaridade.

Blastus estava também ciente do trabalho de Stokes que afirma que 6
¢ proporcional a (vx/u%)Y2 assim, definiu uma variavel adimensional
de similaridade como:

Z/lOO
=y e (6.43)
VX
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6.8 Solucao da Equacao Diferencial Para Uma
Placa Plana

Ficando, u/u,, = fungio(y). Entio pode-se introduzir a funcio da
corrente P(X,y)

o o

U=— v
dy 0x

(6.44)

de modo que a equagao de continuidade (Equacao 6.39) é
automaticamente satisfeita e eliminada. Definindo-se entao uma

funcao f(n) como variavel dependente:

f)= - (6.45)

[e 0]
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6.8 Solucao da Equacao Diferencial Para Uma

Placa Plana
. ;o df _u d¥  |Recorde-se que fo1 definida a
dn Y. dn? |espessura da camada limite como a
U 0 O 0.332  |distancia da superficie para a qual
0.5 0.042 0.166 0.331 _
1.0 0.166 0.330 0.3723 U/uOO—O,99 Olhando—se para a
1.5 0370 0487 0303 |[tabela, o valor de n correspondente
2.0 0.650  0.630 0.267 au/u.=0,992 é n=5,0
25 0996 0751  0.217 05 N=9,0.
3.0 1.397 0846 0.161 |Substituindo n=5,0 ¢ y=6 na
3.5 1838 0913 0108 |definicio da variavel de similaridade
4.0 2306 0.956 0.0e4 )
4.5 2.790  0.980 0.024 obtém-se:
5.0 3.283 0.992 0.016
5.5 3.781 0.997 0.007 _
5.0 4,280  0.999 0.002 5’ 0= 6 \/uoo /V X
20 oo 1 0
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‘ 6.8 Solucao da Equacao Diferencial Para Uma
Placa Plana

‘Entﬁo a espessura da camada limite da velocidade torna-se I

5,0x

0 = m \/7 (651)

A tensao de cisalhamento na parede pode ser determinada da sua
definicio e da relacio de du/dy da Equacio 6.48:

Y =WwJ5:;j;{ L (6.52)
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‘ 6.8 Solucao da Equacao Diferencial Para Uma
Placa Plana

Substituindo o valor da segunda derivada de f em 1 = 0, da tabela
obtém-se:

2
T, = 0,332, | PHe _ :332P1 (6.53)

x JRe

O coeficiente de friccao entre o fluido e a placa é dado pela
eXpressao:

T T
=—2 =" -0,664Re;"”
vtz pul)2 '

C

(6.54)
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6.8.1 Equacao da Energia

Conhecendo o perfil da velocidade, pode-se entao resolver a
equacao da energia para o caso da temperatura constante da parede
T.. Primeiramente introduz-se a temperatura adimensional na
forma:

0 (1, )= LL82)-T. (6.55)

T,-T

E de notar que T, e T, sao constantes, sendo assim a sua
substituicao na equacao de energia resulta em:

, 00 98 90 (6.56)

2

0x dy 0y

O perfil de temperaturas para um fluxo sobre uma placa isotérmica
¢ similar.
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6.8.1 Equacao da Energia

‘As componentes da velocidade passam a ser: I
df dodn 1 fuy ( df \dodn __d%®(dn)
Y dn dx 2V x (ndn f)dn dy adnz(dy) (6.57)

‘As componentes da velocidade passam a ser: I

d’e do
Pr f —
i’ + rfa,rI (6.58)

2
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6.8.1 FEquacao da Energia

Quando Pr = 1, as camadas

limites fluidodinimica e T

térmica coincidem, e os perfis " Camada limite de.
da velocidade e de temperatura Pr=1 Ul e
adimensionais sao idéenticos y or 0 \‘ \

para O escoamento

permanente, incompressivel,
laminar sobre uma placa plana.

A NS
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6.8.1 Equacao da Energia

A Equacao 6.58 foi resolvida para numerosos valores de Prandtl. Para Pr
> 0,6, o gradiente adimensional da temperatura na superficie é
proporcional a Prl/3 e expressa-se por:

d—eL ~0,332Pr" (6.59)

dn

‘O gradiente de temperatura na superficie é: I
(6.60)

dT do 8|
- =(,-T.)~— =(I,-T)— —
-1y 1) L h

dn|,.

y=0 y=0

=0,332Pt* (T, -T, )\/E

Dai o coeficiente local de conveccao e o nimero de Nusselt passam a ser: I

h=—%  _ k7] ay){y“’ =0,332Pr" k\/::; (6.61)

T-T, T-T,
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6.8.1 FEquacao da Energia

Ny - h x

Sm e 0,332Pr'’ Re!? Pr>06 (6.62)

O numero de Nusselt obtido por esta relacao coincide com os

valores medidos

0 5,0x

‘T 3 \/Riex

E de notar que estas relagoes so sao validas para escoamentos

d

(6.63)

laminares sobre uma placa plana isotérmica. O efeito das
propriedades variaveis deve ser tomado em conta avaliando as suas

propriedades a temperatura do fluido T,= (T ,+T,)/2
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6.9 Equacao de Conveccao Adimensional e
Similaridade

Quando a dissipacao viscosa ¢ desprezivel, a continuidade, o
momentum, e as equacoes da energia para fluxos constantes,
incompressiveis, laminares de um fluido com propriedades
constantes sao dadas pelas Equacoes 6.21, 6.28, e 6.35. Estas
equacgoes € as condicoes de contorno podem ser
adimensionalizadas dividindo todas as variaveis, dependentes e

independentes por grandezas constantes, relevantes e significativas:

» Os comprimentos pelo comprimento catactetistico L (que é o comprimento da placa),

» As velocidades por uma velocidade de referéncia (que € a velocidade do escoamento
livre sobre placa),

» A pressio por oV? (que é o quadrado da pressio dinamica do escoamento livre para
uma placa), e

» A temperatura por uma diferenca apropriada de temperaturas (que é T, - T, para uma

placa).
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‘ 6.9 Equacao de Conveccao Adimensional e
Similaridade

‘Os asteriscos sao usados para referir as grandezas adimensionais I

x*=£, y*=X’ u*=1’ v*=\’_’ P*= P e T*=T_T;
L L 4 4 N T, -T.
o u"  ov’ (6 6 4)
Continuidade P t— = -
X ady
coul wave 1w dP 6.64
Momentum u TV o Re, o7 dv ( )
: LT L oT 1 0T
Energia UV o Re,Pr ay° (666)

‘Com as condicoes de contorno: I

u'0.57)-1 ' ('0)=0, u'")=1 v'&'0)-0 (6.67)
70,5 )=1, 7°(",0)=0, T°(",)=1,
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6.9 Equacao de Conveccao Adimensional e

Similaridade

°V] Re]

ha T ¥ >
——

OV‘

Re2
>

—— L —

Se Rel - Rez, entao Cfl = sz

Dois corpos de geometrias
similares tém o mesmo valor
do coeticiente de friccao para
o mesmo numero de
Reynolds.
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0.10 Formas Funcionais dos Coeficientes de
Friccao e de Conveccao

As trés equagoes da camada limite adimensionalizadas (Eqs. 6.64, 6.65

e 6.66) envolvem tres funcoes desconhecidas u*, v* e T*, duas
variaveis independentes x* e y*, e dois parametros Re; e Pr. A pressao
P*(x*) depende da geometria envolvida (é constante para uma placa
plana), e tem o mesmo valor dentro e fora da camada limite numa
distancia x* especificada, consequentemente, pode-se determinar
separadamente nas condi¢coes de escoamento livre, e dP*/dx* na
Equacio 6.65, pode ser tratada como uma funcio conhecida de x*. E
de notar que as condi¢coes de fronteira nao introduzem nenhuns
parametros novos. Para uma geometria dada, a solu¢ao de u* pode ser

CXpressa por:

u' = £,y Re, ) (669)
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‘ 6.10 Formas Funcionais dos Coeficientes de
Friccao e de Conveccao

‘A tensao de cisalhamento a superficie passa a ser I
T, =u—

uV&tf= uv .
S]] ) (689

‘Substituindo pela sua definicao encontra-se o coeficiente local de fric¢ao: I

L oy
T wV/L

N

g R g A=A Re) (g 70)

Ju

*

O coeficiente de friccao para uma geometria dada pode ser expresso em funcao do
numero de Reynolds Re e do espaco adimensional x*. Similarmente, a solucao da
Equacao 6.66 para a temperatura adimensional T * para uma geometria dada, pode

Ser expressa como:

T" =gy Re,,Pr) (6.71)
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‘ 6.10 Formas Funcionais dos Coeficientes de

Friccao e de Conveccao

‘Usando a definicao de T*, o coeficiente de transferéncia de calor passa a ser I

L THOTIY), k(r-1)ar
- (6.72)

- L-T, L(T,-T.) &,

‘Substituindo isto na relacao do namero de Nusselt obtém-se: I

=g, (x*,ReL,Pr) (6.73)

y'=0

Os coeficientes médios de transferéncia de calor e de friccao sao determinados
integrando C;, e N _na superficie do corpo dado em relacao ax* de0al. A
integracao elimina a dependéncia de x *, entdo o coeficientes médio de fric¢ao e o

numero de Nusselt podem ser expressos por:

C, = f.Re,) e Nu =g.(Re, ,Pr) (6.74)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 25



6.10 Formas Funcionais dos Coeficientes de
Friccao e de Conveccao

As relagoes anteriores sao extremamente uteis porque indicam que para uma
geometria dada, o coeficiente de friccao pode ser expresso s6 em funcao do

numero de Reynolds, e o numero de Nusselt somente em funcao dos numeros de
Reynolds e de Prandtl.

Dados experimentais de transferéncia de calor podem ser representados com certa
precisao por uma expressao exponencial com o seguinte aspecto:

Nu = CRe7 Pr” (6.75)

onde m e n sdo expoentes constantes (que geralmente variam entre 0 e 1) e C depende da
geometria

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 26




6.10 Formas Funcionais dos Coeficientes de
Friccao e de Conveccao

T*

O numero de Nusselt é

equivalente ao gradiente

adimensional da
temperatura na superficie. | y*

[Laminar

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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6.11 Analogias Entre o Momentum e a
Transferéncia de Calor

Em analise da conveccao forcada, esta-se primeiramente interessado na
determinacao dos valores de C;(para calcular a Tensao de Cisalhamento na
parede) e de Nu (para calcular taxas de transferéncia de calor).
Consequentemente, ¢ desejavel ter uma relacao entre C.e Nu de modo que se
possa calcular um, quando o outro for conhecido. Tais relagoes sao
desenvolvidas na base da similaridade entre o momentum e a transferéncia de
calor na camada limite, conhecidas como a analogia de Reynolds e a analogia de

Chilton-Colburn.

Reconsidere-se as equacoes do momentum e de energia adimensionals para um
escoamento constante, incompressivel, laminar de um fluido com Pr =1 (que é
aproximadamente o caso dos gases) ¢ OP*/0x * = 0 (que ¢ o caso quando, u =

u,, = V = constante no escoamento livre, como no fluxo sobre uma placa

plana), estas equagoes simplificam-se em:

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 28



6.11 Analogias Entre o Momentum e a
Transteréncia de Calor

% %
. Ou . OV 1 0°u
u —+V

(6.76)

Momentum o 9" Re, 9y
LT LT 1 0T 677
’ u * +V * = * u
Energia P 3 Re, 9y° ( )

que sao exactamente da mesma forma para a velocidade u* e a temperatura T*
adimensionais. As condicoes de fronteira de u * e T* sao também idénticas.
Consequentemente, as funcoes que u* e T* devem ser idénticas, e assim as
primeiras derivadas de u * e de T * na superticie devem ser iguais,

*

ou

T
o dy

(6.78)

ay*

y'=0
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6.11 Analogias Entre o Momentum e a
Transferéncia de Calor

Re,

C = Nu, (Pr=1) (6.79)

f.x

que ¢ conhecido como analogia de Reynolds. Esta ¢ uma analogia importante que
permite a determinacao do coeficiente de transferéncia de calor para fluidos com
Pr=1, conhecido o coeficiente da friccao que é mais facil de medir. A analogia de

Reynolds é expressa também alternativamente por:

. (6.80)
L= st, (Pr=1)
G N (6.81)

Onde:

¢ o numero de Stanton, que ¢ também o coeficiente adimensional de
transferéncia de calor.
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6.11 Analogias Entre o Momentum e a
Transferéncia de Calor

A analogia de Reynolds ¢ de uso restrito por causa das limitacoes Pr=1 e
OP*/0x* = 0, é importante ter uma analogia aplicavel para um grande espectro de
Pr. Isto consegue-se adicionando um factor de correc¢ao do numero de Prandtl.

O coeficiente de friccao e o nimero de Nusselt para uma placa plana foram
determinados no Capitulo 6.8 como:

C,,=0664Re;”> ¢  Nu =0332Pr'"Re}”” (6.82)

Fazendo a sua relacao e rearranjando os termos chega-se a relacao desejada,

conhecida como a analogia modificada de Reynolds ou a analogia de Chilton-
Colburn,

Re C hx
C L - Nu Pr"? ou e Pr??=j
FATEE 2 pCV /a (6.83)

‘Para 0,6 < Pr < 60. Onde jg ¢ chamado factor-j de Colburn l
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