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Definicao do problema dual.

O que é dualidade em Programacao Linear?

Dualidade significa a existéncia de um outro problema
de PL, associado a cada problema de PL.

Esse outro problema designa-se por

problema dual (D).

Nesta relacao com o problema dual o problema original

designa-se por

problema primal (P).
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A O par de problemas duais (P) — (D).

Os problemas primal (P) e dual (D) sao conhecidos por
par de problemas duais (P)-(D)

— (P)-(D) sao suportados pelo mesmo sistema de parametros;

— a resolucao de um deles constitui a resolucao simultanea do
outro;

— a solucao de um, esta completamente determinada pela
solucao do outro.

O par de problemas duais (P)- (D) nio é mais do que um
par de representagoes matematicas
do mesmo problema real.
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NN Relacoes entre o par de problemas
duais.
um problema o outro problema

la

uma restricao Il E uma variavel I
22

uma variavel I:' j uma restricao I

33
matriz A Il E matriz A transposta I

42
um coeficiente da f.o I| E um termo independente I

Sa
um termo independente Il k um coeficiente da f.o. I
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(NN  Relagoes entre o par de problemas

um problema

duais.

o outro problema

611

um problema de maximizacgdo
com restricoes de
desigualdade do tipo (<)

um problema de
minimizacdo com restricoes
de desigualdade do tipo ()

um problema de

minimiza¢do com restricoes
de desigualdade do tipo (=)

um problema de
maximizacdo com restricoes
de desigualdade do tipo (<)
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Problema Primal

N
Maximizar Z = ch X;
j=1
sujeito a
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Par de Problemas Duais na forma

canonica.

Problema Dual

M
Minimizar W = Zbi V;

i=1

sujeito a
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Definicao do Problema Dual.

O dual do problema dual ¢
o problema primal.

A relagao entre os dois problemas

¢ reciproca.
Se um dos problemas
indistintamente foi designado
primal,
entdo o outro é designado
dual.
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%rama de Tucker para os problemas (P)-(D).

D):w=b,y,+by,+...+b,y,

D): aptayt.a,py.2c v Problema primal

1620 6,20 ... x,20 |Min w

>0 < b; - termos
y 1>0 \Cl I %, e a1y, _< % independentes
2 S do (P
y2: dy; Ay ... Ay, 2 °®)
j | \—' b; - coeficientes
' ' da f.o. do (D)
ymZO A1 A2 e Ainn < bm
(P): Z=c;x;tex,+...c.X, 4\ \V4 \V; \V4 (P): a;px;rapx,t...a;x, < b
Max > c- termos
Jicientes da f g Cq C) e Chn - independentes
- coeficientes da fo | +—]
O o (P) Problema dual do (D)
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Diagrama de Tucker para o Exemplo

Prototipo.
(P)- 2 variaveis: | — (D)-
*1>%2 Problema primal / w=4y,+12y,+ 18,
\ | 4
(D)- 3 variaveis: ~— @) 1rest < 4
- [%rest.: x; <
Y12V )3 ylzo 1 0 SA{ 1
20 <Jd
yz 0 2 <T (P)- 2%rest.: 2x, < 12
Y320 3 2 o
(P)- 3“rest.:
(D)-1“rest.: y; +3y; 23 | 17— |V \V4 \ 3x,+2x,< 18
Max 7 3 5
D) -2%rest.: 2 2y, 25
®): 23,5, | Problema dual O) -2 resis 2y lrs
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NN Exemplo Prototipo: Par de
Problemas Duais

Problema Primal Problema Dual

Maximizar z=3x;+5x2 Minimizar ~ w=4y;+12y,+ 183
sujeito a sujeito a
X1 < 4 Y +3y, 23
2x: <12 2y; H2y; 25
3x; + 2x; <18
x1, x2 20 y.y2y3; 20
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NN Solucao do problema dual. Exemplo

. protétipo.
[

Como determinar a solugao do problema dnal
para o exemplo prototipo?
-

U

A solucdo para o problema dual do exemplo protétipo
fol ja determinada e pode ser encontrada no
quadro 6ptimo do problema primal na linha dos
z; correspondentes as variaveis de folgas x;, x,

x5, onde iniclalmente se encontrava a base

inicial.
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colunas
correspondentes a
inversa da base
associada a
solucdo optima

a solug¢do optima
para o problema
dual é:
=0,
y,=3/2,
y3 =1
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Solucao do problema dual.Exemplo

\

rototipo.
Quadro_pptimg dc_PprgbIgma primal

— 13 5 o o o

Cp
0

”

3

X X, X3+ X3 X, X5 |b

2

6

2
36

as variaveis de folga do dual tém

valor simetrico ao valor dos custos

reduzidos correspondentes as
colunas das variaveis de decisdo

Y:=0,py5;=0
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QQ Caso 1: Uma restricao de desigualdade do
tipo oposto...

Se uma restricao de desigualdade for do tipo oposto ao da respectiva

forma candnica, entio a correspondente variavel dual é nio positiva.

Prova:

Considere um problema de maximizacao contendo restrigoes

de designaldade do tipo (2).

N
maximizar z — ZC X
j=1
sujeito a: .
J Za”xj <b 1 =1,2,...,p

Zazij—b i2=p+1,p+2,...,M

< . >0 =1,2,........

As restri¢oes de desigualdades Y J=12, N
do tipo (=) podem ser sempre
convertidas em restricoes do

tipo (<) multiplicando por (-1) Za, XS i,=p+Lp+2,..M
ambos os membros.
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Qﬁ Caso 1: Uma restricao de desigualdade do

tipo oposto...

as variaveis duais

restri¢coes de desigualdade
tem-se o problema dual.

correspondentes as sujeito a:

Designando por y;; e v, minimizar w = Z:bilyi1 —Z b, y;
i i

Z:czl.ljyl.1 — Zaiﬂ,ylﬁz >c, Jj=12,........ N

i i

Vi ,yl_z 20 i =12,...,.p iL,=p+l,p+2,..

minimizar W= Zbl-lyil +Zbi2 Vi,
i i

1

— LD IS S IR SV S"

a cada restri¢ao de desigualdade do
tipo oposto corresponde
uma varidvel dual nao positiva
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Problema Primal

Maximizar z = chxj
j=1
sujeito a
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tipo oposto.

Problema Dual

sujeito a

Minimizar "W~ Zbilyil +Zbi2 Vi,
i i

Caso 1: Uma restricdo de desigualdade do

< =1,2,...
Zaux} b — ! Sl <Il‘;l>zaiu'yil +Zaizjyi2 2C'j
alzjxj >b i2 =p+1,p+2,..., >0 i :1’2,.“,]9
j
>0 =12 N [ . <0H = p+lp+2
]21,2, ......... N
16
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NN
Caso 1: Exemplo.

Problema Primal Problema Dual

Minimizar <= Sx;+ x2+3x; Maximizar W= 5y1 + 18y2 + 12y3+ 22y4
sujeito a sujeito a
X1 + x3 2 5 Vi +2y; + 4y, < S
x2+ 2x; =18 y: + y3 + ys <1
2x; + X 2> 12 yi +2y; + y¢ =3
X1, X2, X3 > 0 Y1,yY2,)y3 2 09
| Como esta restrigdo € de tipo
oposto corresponde-lhe uma
variavel dual nao positiva
17

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Optimizagao

NN

Caso 2: Uma restricao de igualdade.

Se uma restricao for de ignaldade,
entao a correspondente variavel dual é Lvre.

Pode ser demonstrado a partir do facto de gue qualquer restricio de

igualdade pode ser convertida em duas restri¢cées de
desigualdade de nm mesmo tipo.

Provar!!!

18
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Caso 2: Uma restricao de igualdade.

Problema Primal

N
Maximizar <~ chxj

j=1
sujeifo a .
lf:/ailjxj sb; i, =12,...,p
J
Zaizjxj B biz iz - p+19p+299M
J
X; >0 Jj= L2,......... N

Problema Dual

l

Minimizar W~ Zbilyil +sz‘2 Vi,
i

sujeito a

>
Zailjyil + Zaizjyiz =C;
i i

y, 20 i =12,...p

| ., livres | L=p+lLp+2,..M

i=12N

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

19




@@ Faculdade de Engenharia — Optimizacéo

elacoes primai-aual.
P%na Primal ¢ P Problema dual
Maximizacao Minimizacao

uma restricao i g=2 uma variavel i I
< >0
Restricao ~
de tipo . 2 <0
oposto
= livre
uma variavel l g=2 uma restrigdo | I
>0 >
Restricao
< i R < iI de tipo
_ oposto
livre = 20
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Problema Primal. Relagoes prlmal-dualbblema dual.

Minimizacao Maximizacao
uma restricao i ::2 uma variavel 1 I
> >0
Restricao ~
de tipo . < <0
oposto
= livre
uma variavel j ::2 uma restrigdo J I
>0 <
Restricao
<0 m > iI de tipo
- oposto
livre = ”
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NN Formulacido do Problema Dual.

Primal : 2 restrigdes, Maximizar z=5x;+12x,+4x;

3 variaveis

< Dual: 2 variaveis,
3 restricoes

sujeito a:

x;+2x, +x; <10
X;, Xy, X320

restricoes duais:

Primal : x;,x,, x;=0

<> Dual: 3 restrigdes de tipo >

varidveis duais: Minimizar w= 10 y,+ 8y,
Primal : restrigdo n° 1 tipo < sujeito a: y; + 2,25
< Dual: >0
— 2y, -y, =212

y; t3y, 24

Primal : restricdo n° 2 tipo =

< Dual: y,livre ]
y;20, y, livre
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Primal : 3 restricoes,
5 variaveis
<> Dual : 3 variaveis,
5 restricoes

grmulacao do problema dual. Exemplo 2.

Minimizar = X;+0Xx,-Tx;+ x,-5x;

sweitoa: =3 X; +4 x5, -13 x;+2 x,-Sx5; = - 20

restricoes duais:

(P):x;,x,, x,20

< (D) rest. 1, 2, 4 tipo< 2 x; - X3t X < 100

X;,X,20, x;livre, x,20, x;<0

(P) : x;livre
< (D) rest. 3 tipo =

(P) : x5 <0
< (D) :rest. 5 tipo = Maximizar ~ w=-20y,+ 8y,+100 y,
varidveis duais: sujeito a: Sy, +y,+2y;
(P) : :rest. 1 tipo = 4 y; - ¥,

< (D): y,livre
(P) : rest. 2 tipo =
& D): y,20 2y, Ty
Syt oy,
y, livre 5 ,20 5 ¥3<0
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< D):y;=0
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Primal : 3 restrigoes,

2 variaveis

<> Dual: 3 variaveis,
2 restrigcoes

restricoes duais:

(P): x,20
< (D) rest. 2tipo >

(P):x, livre
< (D) rest 1 tipo =

variaveis duais:

(P) : :rest. 1 tipo =
< (D): y,livre

(P) : rest. 2 tipo =
< D): y,<0

(P) : :rest. 3 tipo =
< (D):y;20
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Rngrllagéo do problema dual. Exemplo 3.

Maximizar 7= 5x;+ 6x,

sujeito a: xl n 2 x2 _ 5
-x;+5x, =2 3
4x, +7x, < 8

x;livre , x, 20

Minimizar ~ w=13 y,;+3y,+ 8 y;

sujeito a: —
yi-y,t 4y; =

5
2 y,+5p,+ 7y, = 6

y; livre , y,<0 , y;20
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(N Pares de Problemas Duais. Notacao
Matricial.
Forma Canénggg

Problema Primal ma Dual
.. ot
Maximizar z=c X Minimizar w=>b'Y
sujeito a sujeito a
<
AX =D A'Y 2 ¢
X=20 Y >0
Problema Primal Problema Dual
Minimizar 7 =¢'X Maximizar w=>b'Y
sujeito a sujeito a
AX = b A'Y <c
X0 Y=0

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Réres de Problemas Duais. Notacido Matricial.
Forma Padrao.

Problema Primal Problema Dual
Maximizar Z = CtX Minimizar W = th
.. sujeito a
sujeito a J
AX =b A'Y 2 ¢
X220 Y livre
Problema Primal Problema Dual
Minimizar 7 = ctX Maximizar w = th
sujeito a sujeito a
AX =b A'Y <c
X>0 Y livre

26
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NN Definicao do Problema Dual.
Conclusoes.

O estudo da dwalidade em Programacao Linear
considera um problema (o gual ¢ geralmente designado
por problema dual) distinto daquele que se pretende
resolver (problema  primal), mas cuja abordagem
permite obter algumas conclusoes directamente

relacionadas com o problema original (problema primal),

nomeadamente referente as condicoes de optimalidade.

27
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