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Programacao Linear (PL)

Aula 9: Método Simplex

Interpretagio Econémica do Método Simplex.

— Interpretacdo economica das variaveis de decisao e de folga
do problema de PL.

— Interpretacao economica da mudanca de base e do algoritmo

Simplex.

— Escolhendo um 0 superior ou inferior a0 minimo dos

quoctentes. Significado econdémico.

— Interpretacao economica em termos de actividades. Exemplo

Prototipo.
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E%plo Prototipo: Numero de Solucoes Basicas.

é considerada a produc¢éo e capacidade Maximizar Z= 3Xl + 5X2

utilizada por minuto.

sujeito a
Portas com estruturas Janelas com estruturas Xq + X3 = 4
de aluminio de madeira 2%, +X, =12
3+ 2%, +X; =18

X1s Xo, X3, X4, X520

Capacidade uﬁ's’izaéa por
unidade de producso
Seccdo WO Produto 1 | Produto 2 | Capacidade
disponivel /P P. P, P, P \
1 1 0 4 172 %3 "4 5
X : ; 12 10100
s : ) 18 A=02010
Lucro unitario
Cermilh. Mg 3 5 \3 200 1)

O numero maximo possivel de solugoes basicas deste problema ¢ igual a 10 (o
numero de possiveis combinagoes de 3 numeros que podem ser obtidas de 5

numeros).
Neste exemplo 2 sistemas sao indeterminados (ver Aula 4) pelo que existem

apenas 8 solucoes basicas, das quais 5 sao admissiveis e 3 sao nao admissiveis.
3
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Exemplo Prototipo: Determinando
duas SBA. [ &ip,

) .
2 ig 84 85 X1=0 /P3 P, P5\ Xg Po
-/ 1 0 0 Xo | =| 4
01 off=pBir T O 0|l
00 1)™ * 18
1/ N 0 0 1 ) Xs
Det(B;,) ndo nulo =SBA X=( 0, 0, 4,12, 18) |
) , .
2 i’z 84 85 X,=0 /Pl P, P3\ Xg ' P "
* =l 10 1 || x || 4
e o e o |||
3 2 0
_J \_ | X3 | 18

Det(B;) ndo nulo = SBA X= (2, 6, 2, 0, 0) |
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Exemplo Prototipo.
Solucoes Basicas Admissiveis (SBA).

Existem 5 SBA que correspondem a 5 pontos extremos de K.

X,=0

Pontos SBA Base
Extr.

A=(0,0) | X=(0,0,4,12,18) | B={P,,P,,P:}

B=(0,6) X=(0,6,4,0,6) B={P,,P;, Ps}

C=(2,6) X=(2,6,2,0,0) B={P,,P,,P;}

D=(4,3) | X=(43,0,6,0) B={P,,P,,P,}

E=(4,0) | X=(4,00126) | B={P,,P,, P}

(0,6)
SBA

(0,0)
SBA
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NN Exemplo Prototipo.

Solucoes Basicas Nao Admissiveis (SBNA)
Existem 3 SBNA que correspondem aos pontos onde
se intersectam pelo menos duas rectas e que
ficam fora da regiao de admissibilidade.

X,=4
SBNA Base
=(0,9) | X=(0,9,4,-6,0) | B={P,,P,,P,} .(4% Xp=
G=(4,6) | X=(4,6,0,0,-6) | B={P,,P,,P:} SBNA
H=(6,0) | X=(6,0,-2,12,0) | B={P,,P;,P,} I K -
B 4,3)
| sg\
Ae ® o
f } } } 4
(0,0) E ﬁ
SBA (4,0) (6,0)
SBA SBNA®
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AN Exemplo Prototipo:
Interpretacao Economica das
Variaveis.
Dois produtos a ser produzidos em trés seccoes de producao:
— x, - quantidade de portas a produzir por minuto;
— x, - quantidade de janelas a produzir por minuto;

— x; - capacidade de producao nao utilizada na 1* sec¢ao, por

minuto;

— x,; - capacidade de producao nao utilizada na 2* seccao,

por minuto;

— x5 - capacidade de producao nao utilizada na 3* seccao, por

minuto;
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NN Interpretacao Economica da SBA
Inicial.
1° QUADRO : SBA inicial - X°=(0,0,4,12,18)

© 13 50 0 0
Cg| Xg Xl X2 XB X4 X5 b
0 X% |1 0 1 0 o 4
0 /X |0 2 0 1 012
0O|x 3 2 0 0 1/18
4 0 0 0 0
L , . 1G9 5] 0 0
Significado economico:
X1:01 X2:0 nao produzir nem portas nem janelas

as capacidades de producao por minuto nao
Xs=4, X,=12, X;=18 huﬁhzadas nas trés seccoes sAo iguais as suas
disponibilidades
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Afterpretacdao Economica. Exemplo protétipo.
1° QUADRO : SBA Inicial - X°=(0,0,4,12,18).

_ ~ . X1 X X3 X4 X5 %
Analise-se a producao das janelas: 10100 % _ 4
02010 || X = L
32001 ) % (18

X5

Explicitem-se as varidveis de folga em termos das varidveis de decisgo:

Xt Xg= 4= X=4-X I_lasecgao / permite uma produc&o maxima de 4
portas por minuto

2X,+ X,=12 = x,= 12 - 2X, Zasecgao/ permite uma producdo maxima de 6
janelas por minuto

X1+ 2%+ X:=18 = !
Xs= 18 - 3X; - 2X,

3asecgéo/ permite uma producao maxima de 9

a capacidade de producao ndo utilizada

a capacidade de producao nao utilizada

a capacidade de producéao nao utilizada

janelas ou de 6 portas por minuto
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AN Interpretacao Economica. Exemplo
prototipo.

o _ N0
Alna 'gépsgoa' psr% ilnglgglda)é jagoépégflz’ls)'

(a variavel X, entra)
Por cada janela produzida por minuto:

L a ~ ~ Ve i
Xs= 4 - X, T a 1% seccao nao ¢ utilizada para
produzir janelas

! ‘ sao utilizadas 2 unidades da capacidade
X,=12 - 2X, 23seccio

de producao da 22 seccao para
L \ sao utilizadas 2 unidades da capacidade
Xs= 18 - 3X; - 2X, 3aseccdo de producéo da 32 sec¢do para

produzir uma janela
produzir uma janela

10

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



% Faculdade de Engenharia — Optimizacao
INferpretacao econdmica da Mudanga de Base.
Mover-se da SBA inicial: X°=(0,0,4,12,18) para outra SBA adjacente

A producdo maxima possivel de
janelas é de 6 por minuto: o 3 5 0

0 o
valor correspondente ao menor Cy | Xg . minimo
dos quocientes: e c
12 18 0 % |1 lel1 o o 4
X, =Mi 55 =6 D 0 0 1 o 12
0 |'Xx; 3 0 0 1 |18
18/2=9 F
¢ 0O o0 0 o0 o0 o
Passa-se a produzir 6 janelas: 93 [5]J0 0 0
fica esgotada a capacidade de producao da 22 seccao
|:> a variadvel basica correspondente: X,=0
[ Xpetra, X, sai
I:>obtém-se uma nova SBA adjacente X! 11
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l;I{plj,:‘\elrpretac;'a'lo economica da Mudanca de Base.
Calculando a nova SBA X!'= (0,6,4,0,6).

» X;= 0 - ndo se produzem portas,

» X, = 6 - a produgao de janelas passa a ser de 6 por minuto.

Os valores das variaveis de folga podem ser calculados substituindo os valores das
variaveis de decisao nas seguintes expressdes que explicitam as variaveis de folga em

ter ao:
Xs= 4 - X, i ‘ X,= 4 - a capacidade de producao nao

13seccdo utilizada da 12 seccdo é igual

= X3=4 ]_ a sua disponibilidade.

X,=12 - 2x,=0 . '~ x,= 0 - a capacidade de produgéo da

= x,=12-12=0 I—Zasecgéo/ 22 seccao fica esgotada

Xs= 18 - 3X; - 2x,=0 I

3dseccao

= %=18-12=6 =

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

| Xs= 6 - a capacidade de produgéo nao
utilizada da 32 seccéo e igual a 6
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NN Mudanca de Solucdo: de X° para X!.
Exemplo Grafico.

X,=0

B:(O,G)I X1=(0,6,4,0,6) | B'={P;,P, Py}
X,=6
X, entra X, sal

X,=0
>

SBA (40) (6,0

SBA SBNA

13

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



% Faculdade de Engenharia — Optimizacao

gaterpretacao Economica. Exemplo prototlpo.

2° QUADRO : SBA X! =(0,6, ,O 6). X, |
X Xo X3 Xy X5 | 4
. 10100 | 2
Analise-se a producao das portas: 010120 @B =6
30011 |

Explicitem-se as variaveis de folga em termos das variaveis de decisdo:

X t X3= 4 — X3= 4 - X4 13seccao

a capacidade de producao ndo utilizada
/ permite uma producdo maxima de 4
portas por minuto

5 | - ~ .
X,= 0 saseccio B capacidade de producao esta esgotada I

a capacidade de producéo nao utilizada

3asecc;50/ permite uma producdo maxima de 2
portas por minuto
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NN Interpretacao Economica.
29 QUADRO : SBA X' =(0,6,4,0,6).
Analise-se a producao das portas:

(a variavel X, entra)
Por cada porta produzida por minuto:

N
Xs= 4 - X4 13secgdo

.
X4= 0 23seccao

:
Xs= 0 - 3X; 3aseccdo

é utilizada 1 unidade da capacidade
de producdo da 12 seccao para
produzir uma porta

a 2% seccdo nao e utilizada para
produzir portas

\ sao utilizadas 3 unidades da capacidade
de producao da 3? seccao para
produzir uma porta

15
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NN Interpretacao Economica.
Mover-se da SBA inicial: X'=(0, 6, 4, 0, 6) para outra SBA adjacente.

A producdo méxima possivel de 13 5 0 o0 0
portas é de 2 por minuto: — =
Cg | Xpg | ®1 X5 X3 Xy X5 | b>[,qc
o valor correspondente ao 4/1=4 |
menor dos quocientes: 0 | X5 1l 0 1 o0 o J
_min4 81_, 5 x, o] 1 0 1 0] 6~ en=2
=Ml 3= 0 x5 [31 0 0 -1 1 6 |minimo
5 wociente,
0o 5 0 —— o 30 "¢
_ 3] 0 0.5 0
Passa-se a produzir 2 portas: —
RUIXTRI0O

|:> a variavel basica correspondente: Xs=0

X, entra, Xg sai

|:>obtém-se uma nova SBA adjacente X2 16
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l;np;@rpretagﬁo economica da mudanca de base.
Calculando a nova SBA X?= (2,6,2,0,0).

» X;= 2 - a produgao de portas passa para 2 por minuto.

» X, = 6 - sdo produzidas 6 janelas por minuto.

Os valores das variaveis de folga podem ser calculados substituindo os valores das
variaveis de decisao nas seguintes expressdes que explicitam as variaveis de folga em

ter 0"
Xs= 4 - X, i ‘ X,= 2 - a capacidade de producao nao

13secch utilizada da 12 seccdo e igual a2
= X=4-2 =2 :I—Secgao e
- '~ x,= 0— a capacidade de produgo d
_ . 4= pacidade de producéo da
X,= 0 I_zasecgao 22 seccao esta esgotada
X5 =6 - 3%, I . | Xs= 0 - a capacidade de producao da
3dseccao

= Xg = 6-6 =0 ]_ 3% seccao fica esgotada

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Mudanca de solucdo: de X! para X2.
Exemplo grafico.

X1=(0,6,4,0,6) X2=(2,6,2,0,0) I Sgigl
X, entra B X,=
0,6
B=(0,6) | — T | (00
Xz Sal
B1={P;,P,,P;}| B?={P;,P, P} ‘
A _ | | | X;=0
00® ¢ ]
SBA (40) (6,0
SBA SBNA

18
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QQInterpre aGao economica

base.
QUADRO: SBA X2 =(2,6,2,0,0).
G s s 0o o0 ol
Co | Xg | X3 Xp X3 X4 X5 | D
1 1
X3 0 0 1 5 -7 2
51 X | 0 1 0 % 0 || 6
sl X1 0 0 -+ |2
3
Z |3 5 0 1

Todos os custos reduzidos sio nao positivos (¢;-3;< () = a solugdo
X2 =(2,6,2,0,0) é a solugao dptima.

19
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NN Interpretagdo Economica.
Exemplo Prototipo: Plano Optimo de Producao

*O plano 6ptimo de producio, por minuto, X* =(2,6,2,0,0) tem o
seguinte significado econdémico:

*Referente a producao:

— produzir 2 portas por minuto;

— produzir 6 janelas por minuto;
*Este plano garante um lucro total de 36 Mil Meticais
*Referente aos recursos disponiveis:

— ficam sem utilizar 2 unidades da capacidade de producao da
Seccao 1;
— ficam completamente esgotadas as capacidades de producao

das Seccoes 2 e 3.

20
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%Ihendo um 06 Superior ao Minimo dos Quocientes.

Em cada iteracéo do algoritmo Simplex, durante o processo de mudanca de base,
e calculado um valor @ igual ao minimo dos quocientes : a variavel ndo basica
que atinge 0 minimo dos quocientes sai e a variavel basica que entra aumenta o

seu valor desde O até este valor @.

minimo dos quocientes fosse escolhido um valor superior a

% O que aconteceria se em lugar de ser escolhido O como

este minimor?

’

ol
9 . . - : .
@ ¢ fosse escolhido um 0 superior a0 minimo dos quocientes a so/u¢do

bdsica que se obtetria ndo seria admissivel (SBNA), isto significa que

existe pelo menos uma variavel negativa nesta solucao.

21
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(~Escolhendo um 6 Superior ao Minimo dos Quocientes.
Exemplo Prototipo.

2 2 J 3 5 0 0 0
Linha 3: linha pivotal Ceg | Xg X1 X X3 X4 Ag B
dividir pelo pivot 2 0 | A3 1 10 ‘ 1 0 0%
Linha 1: NAO MUDA 0 | X4 0 12l o0 1 o012
oc_oeficier}t(_e na coluna 0 Xe | 3 ﬂ 0 0 1 |18 |
pivotal € igual a0 Zj 0 0 0 0 010
Linha2: linha anterior - Cj -Zj 3 5 0 0 0
(coeficiente na coluna pivotal x
novalirga pié/otag Lol 0! X3 1 0 1 0 0| 4
3210012 9 0 %3 0 0 1 -1
300 1-1]6 5| X3 |32 1 0 0 12l9

A nova solucio bésica X!= (0,9,4,-6,0) ¢ nio admissivel: x,=-6<0
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QQ Escolhendo um 0 Superior ao Minimo dos
Quocientes. Exemplo Grafico.
SBNA X=0
F=(0,9) | Xi=(0,9.4,6,0) | P,, Py, P s |
X,=6
[ X;=0
A= (OO)IXo (0041218)' P;, P, P §°‘R A N
(6,0)
SBNA
23
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@Qolhendo um 0 Superior ao Minimo dos Quocientes.
Interpretacao Econdmica da Nova Solucao X'=(0,9,4,-6,0)

» X;=0 - ndo se produzem portas

» X, =9 - sdo produzidas 9 janelas por minuto.

Os valores das variaveis de folga podem ser calculados substituindo os valores das
variaveis de decisao nas seguintes expressdes que explicitam as variaveis de folga em

ter ao:
Xs= 4 - X, i ‘ X,= 4 - a capacidade de producao nao

13seccdo utilizada da 12 seccdo & igual a

—>X=4-0 =4 ]_ sua disponibilidade

: '~ x,= -6 —a capacidade de produgo d
_1n - pacidade de producéo da
Xy =12 - 2%, 2Seccao 2% seccdo é ultrapassada em 6
—>X,=12-18=-6 unidades

X5 = 18 - 3%, - 2X, " x.=0 - a capacidade de producdo da

3% seccao esta esgotada

33seccao

=%;=18-18 = 0 y=—
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QQ Escolhendo um 0 Superior ao Minimo dos
Quocientes.
Interpretagao econdmica do Exemplo Prototipo.

O plano de producao X! =(0,9,4,-6,0) ¢é inaceitavel.

Em termos econdmicos, a escolha do 0=9 significa que se
pretendeu produzir 9 janelas por minuto, esgofando a capacidade de
producao (por minuto) da Seccao 3 e wultrapasson-se a capacidade de

producao (por minuto) da Seccao 2 em 6 unidades.

25
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Optimizacao

@ggolhendo um 0 Inferior ao Minimo dos Quocientes.

Em cada iteracéo do algoritmo Simplex, durante o processo de mudanca de base,
e calculado um valor @ igual ao minimo dos quocientes (ver capitulo 4.1.): a
variavel ndo basica que atinge o minimo dos quocientes sai e a variavel basica

que entra aumenta o seu valor desde O até este valor 6.

dos quocientes fosse escolhido um valor inferior a este minimo?

% O que aconteceria se em lugar de ser escolhido 0 como o minimo

’

?
Q- oo L. . .
A escolha dum valor de O inferior ao minimo dos quocientes nao viola

a admissibilidade da nova solugio bisica mas conduz a uma solucao

nao basica (SNBA).

26
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QQ Escolhendo um 0 Inferior ao Minimo dos
Quocientes. Interpretacao Econdomica.

No exemplo protétipo, logo na primeira iteracao do algoritmo Simplex, passa-se
duma situa¢ao de nao produzir nada a producao de 6 janelas, sendo este o valor
de 0 quando é escolhido como minimo dos quocientes. Ao serem produzidas 6

janelas fica completamente esgotada a capacidade de producao da Secgao n® 2.

Em termos econémicos, se em lugar de escolher um 0 como o minimo dos
quocientes, fosse escolhido um 0, tal que,

0 < 0 <0, isto significa que a produ¢do (por minuto) de menos de 6 janelas (por
exemplo x, = 0) e a ndo producio de portas (x;,=0) ndo esgotam a capacidade de
producao (por minuto) de nenhuma das trés secgoes, 1.e., nao se estao a utilizar

optimamente os recursos disponiveis.

27
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(NESfolhendo um 6 Inferior ao Minimo dos Quocientes.
Exemplo Gréfico
Al

SNBA

0<0<6

SBA

A
0,0) ®
SBA (40)  (6,0)

QRA _ CRNA
Estes resultados confirmam que o tnico valor de 0 que garante que a nova

solucdo seja simultaneamente bdsica e admissivel € quando 0 € igual ao minimo dos
quoctentes.
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Forulacio do Problema de PL em Termos de Actividades.

Forma Padréo

Em Termos de Actividades

Maximizar Z=C;X;+ C,X,+ ...+ Cy Xy
(Minimizar)
sujeito a
ap Xi+ ap X+t ap Xy =Dbg
Ay Xyt Ay X, + ot ayy Xy = b,

Xl, X2’ooo, xj’ooo’XN 20

Maximizar Z=c;X;+ CyX,+ ...+ Cy Xy
(Minimizar)
sujeito a

X P+ X, P+ ...+ x Py =P,

onde P; =[ay;, ay, ..., “Mit]t’ j=1,...N
Po=[by, byyeeey byl

Xl, X2 9oy x o9 XN 20

J’..

29
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megﬁo do Problema de PL em termos de Actividades.
Exemplo Protétipo.

Actividade Principal Actividade Auxiliar
clividace Principa P,- ndo utilizagao da

P4~ producao de / capacidade de produgéo
portas por minutg da sec¢do 1 por minuto

Maximizar Z=3x;+ 5 X,

sujeito a Actividade Auxiliar
P.- ndo utilizacao da
1 0 1 0 4 capacidade de
X 0 4%, 2 +x, 0 +x, 1 12 produc&o da seccido 3
3 2 0 18 por minuto

X1, X2, X3 X4 X5 20

Actividade Auxiliar
P,- nao utilizacéo da

Actividade Principal As variaveis x capacidade de produgéo
P, produgao de correspondem aos niveis da seccao 2 por minuto.
Janelas por minuto das actividades 30

PToT. bDoutor Eng® Jorge Nhnambiu
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@ﬁérpretagﬁo Economica em termos de Actividades.
Exemplo prototipo: SBA inicial - X° =(0,0,4,12,18).

*O plano inicial de producao, por minuto, corresponde a um
programa em que nao se produz nada ficando totalmente disponivel a
capacidade de producao de cada seccgao, i.e:

— Ficam sem utilizar as 4 unidades disponiveis da Secio 1;
— Ficam sem utilizar as 12 unidades disponiveis da Secgio 2;

— Ficam sem utilizar as 18 unidades disponiveis da Secgdo 3.

*Obviamente, o lucro total é nulo:

* ndo se produz, ndo se gasta, nao se lucra.

31
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Interpretacao Econdmica em termos de Actividades.
Mudanca de Base: de X° =(0,0,4,12,18) para X! =(0,6,4,0,6).

A actividade P, ¢ incluida em substituicao da actividade P, . Esta
mudanca economicamente significa:

— a passagem da situacao que consiste em nada produzir a uma
nova situacao em que se produzem 6 janelas por minuto.

— a actividade principal mais lucrativa, P, , é activada ao nivel
maximo compativel com as restri¢oes de capacidade (0,=0),
anulando assim o nivel da actividade P, (esgotando
completamente a capacidade de producao da Seccao 2) e
implicando adaptacoes ao nivel de funcionamento das restantes
actividades. O lucro total ¢ de 30 e verifica-se que ainda pode
aumentar.

32
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QQ Interpretacao Econdmica em termos de
Actividades. Mudanca de Base: de X! =(0, 6,4,0,6)
para X2 =(2,6,2,0,0).
A actividade P, ¢ incluida em substitui¢ao da actividade P, . Esta mudanca

economicamente significa:

— a passagem da situacao que consiste em nao produzir portas a uma nova

situagdo em que se produzem 2 portas por minuto.

— aactividade principal mais lucrativa, P, , ¢ activada ao nivel maximo
compativel com as restricdes de capacidade (0,=2), anulando assim o nivel
da actividade P; (esgotando completamente a capacidade de produgao da
Seccao 3) e implicando adaptagies ao nivel de funcionamento das restantes
actividades. O lucro total é de 36 e verifica-se que ja nao é possivel aumentar

mais.

33
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w Faculdade de Engenharia — Optimizacao

NN Interpretacdo Econdémica em termos de
Actividades. Plano optimo do Exemplo
Prototipo.
O plano 6ptimo de producio, por minuto, X* =(2,6,2,0,0) inclui 2
actividades:
— produzir 2 portas por minuto;
— produzir 6 janelas por minuto;
Este plano garante um lucro total de 36 Mil Meticais por minuto.
Referente aos recursos disponiveis:
— ficam sem utilizar 2 unidades da capacidade de producao da
Seccao 1;
— ficam completamente esgotadas as capacidades de producao
das Seccoes 2 e 3.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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