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Faculdade de Engenharia — Optimizagao

DEscurso do par de solucoes primais-duais.
Algoritmo Primal aplicado ao Problema

) Primal
Caso 1: Optimo finito

No caso de 6ptimo finito o algoritmo Primal aplicado ao problema
primal consiste em partir de uma SBAP, a que corresponde uma SBNAD,
prosseguindo de SBAP (SBNAD) em SBAP (SBNAD) até obter um par
de solu¢des admissiveis do primal e do dual (SBAP e SBAD) que sao as
solucdes Optimas para os respectivos problemas

™

Primal :| SBAP ) SBAP SBAP ||| X~ sousdo cptina
> para o primal
Dual:| SBNAD ) BNAD BAD |\ ¥ M
= solugéo optima

para o dual
S
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curso do par de solucoes primais-duais.
Algoritmo Primal aplicado ao Problema
Primal.

Caso 1: Optimo finito. Exemplo Protétipo: Problema Primal
Solucoes complementares
SBAP X°=(0,0,4,12,18 ), 2°=0 SBNAD Y°=(0,0,0,-3,-5), w°=0

SBAP X'=(0,64,0, 6),2z'=30 BNAD Y'=(0,5/2,0,-3,0 ), w'=30

SBAP X2=(2,6,2,0, 0), z2=36 SBAD Y?=(0,3/2,1,0,0), w?=36

Solucdes optimas:
Primal: X*=(2,6,2,0, Dual: Y*=(0,3/2,1,0,0)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



Faculdade de Engenharia — Optimizagao
excurso do par de solucoes primais-duais.
Algoritmo Primal aplicado ao Problema

, _ Primal
Caso 2: Optimo nao finito.

No caso de 6ptimo ndo finito o algoritmo Primal aplicado ao
problema primal consiste em partir de uma SBAP, a que corresponde uma
SBNAD, prosseguindo de SBAP (SBNAD) em SBAP (SBNAD) sem
nunca obter uma SBAD, e concluir que o primal ndo tem 6ptimo finito,
sendo entao o dual impossivel.

™

_ Optimo nao finito
Primal : | SBAP . SBAP para o primal

—
Dual: | SBNAD . BNAD K= parao
dual, i.e. o dual é

_ impossivel

)
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(Percurso do par de solucdes primais-duais.
Algoritmo Primal aplicado ao Problema Dual.

Caso 1: Optimo finito.

No caso de 6ptimo finito o algoritmo Primal aplicado ao problema dual
consiste em partir de uma SBAD, a que corresponde uma SBNAP, prosseguindo
de SBAD (SBNAP) em SBAD (SBNAP) até obter um par de solugdes
admissiveis do primal e do dual (SBAP e SBAD) que sao solucdes optimas

para os respectivos problemas

—) Y*- solugéo
Dual: SBAD e SBAD BAD optima para o
dual

>—2z*= W* finito

Primal :| SBNAP . BNAP SBAP | X' solusio
ptima para o
_/

primal

O dual do problema dual é o problema primal I 6
utor Eng® Jorge Nhambiu




% Faculdade de Engenharia — Optimizago

(Percurso do par de solucées primais-duais.
Algoritmo Primal aplicado ao Problema Dual.

Caso 1: Optimo finito. Exemplo Protétipo: Problema Dual.

Solucoes complementares

SBAD Y%= 3,5/2,0,0,0 ), w°=4 SBNAP X?=(4,6,0,0,-6), z°=42

SBAD Y'=(0,3/2,1, 0, 0) , w'=3 SBAP X'=(2,6,2,0,0), z'=36

Solucoes optimas

Dual: Y*=(0,3/2,1,0,0 ) W=2=% )Primal : X*= ( 2,6,2,0,0)
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%curso do par de solucoes primais-duais.
Algoritmo Primal aplicado ao Problema Dual.

Caso 2: Optimo nao finito.

No caso de optimo nao finito o algoritmo Primal aplicado
ao problema dual consiste em partir de uma SBAD, a que
corresponde uma SBNAP, prosseguindo de SBAD (SBNAP)
em SBAD (SBNAP) sem nunca obter uma SBAP, e concluir

que o dual nao tem optimo finito,

sendo entao o primal impossivel.

— ’
Dual: | SBAD s SBAD Optimo no finito
para o dual

> K=0 para o

Primal: | SBNAP . BNAP primal, i.e. o primal
- é impossivel

8
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(Percurso do par de solucdes primais-duais.
Algoritmo Primal. Representacao grafica

Primal zw  Dual Percurso do

(maximizagao) | (minimizacdo) algoril:moPrimal
aplicado ao

super-optima | sub-optima

SBNAPI T | SBAD

Xg Y* v b 7H =¥

optima

problema dual

Percurso do
algoritmo Primal

aplicado ao SBAP I -+ SBNAD
problema primal

sub-optima super-optima
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O algoritmo dual Simplex tem

AlgoritmO Dual Sim plex. um comportamento homologo ao

algoritmo primal do simplex
aplicado ao problema dual

Em que consiste o algoritmo dual Simplex?

O algoritmo dual Simplex consiste em partir duma solugdo
basica admissivel dual (SBAD), a que corresponde uma
solugdo basica ndo admissivel primal (SBNAP),prosseguindo
ate:
1°: se atingir uma solugao basica admissivel

primal (SBAP) e concluir que o problema tem

optimo finito.
2°: nunca se atingir uma solugao basica admissivel
primal, e concluir que o problema dual nao tem
optimo finito, sendo entao o primal impossivel.

10
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m6‘<§.-.rcurso do par de solucoes primais-duais.
Algoritmo Dual aplicado ao Problema Primal.

Caso 1: Optimo finito.

solucdes Optimas para os respectivos problemas.

™

Primal : | SBNAP . BNAP SBAP
Dual: | SBAD . SBAD BAD

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

_

No caso de optimo finito o algoritmo Dual aplicado ao problema
primal consiste em partir de uma SBAD, a que corresponde uma SBNAP,
prosseguindo de SBAD (SBNAP) em SBAD (SBNAP) até obter um par
de solucdes admissiveis do primal e do dual (SBAP e SBAD) que sao

X*- solugéo
Optima para o
primal
Z*= w* finito
Y*- solugéo

optima para o dual
11
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Qﬁércurso do par de solucoes primais-duais.
Algoritmo Dual aplicado ao Problema Primal.

Caso 2: Problema impossivel.

No caso de problema impossivel o algoritmo Dual aplicado ao
problema primal consiste em partir de uma SBAD, a que corresponde uma
SBNAP, prosseguindo de SBAD (SBNAP) em SBAD (SBNAP) sem
nunca atingir uma SBAP, e concluir que o dual nao tem 6ptimo finito,

sendo entao o primal impossivel.

N
Primal : | SBNAP . BNAP

Dual: | SBAD SBAD
_

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

K vazio para o
primal, i.e. o primal

> é impossivel

Optimo nao finito
para o dual
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CHetcurso do par de solucoes primais-duais.
Algoritmo Dual. Representacao Grafica.

Primal  z, w Dual
Percurso do (maximizagao) (minimizac&o)
algoritmo dual
aplicado ao super-optima | sub-optima
problema primal
f SBNAP I “1— | SBAD
Move-se de uma z* =W
solugdo primal v %k‘ Y* » Optima
super-optima, mas o o Percurso do

nao admissivel atée

o N Igoritmo dual
atingir uma solug¢do a
primal admissivel S BAP I G S B NAD aplicado ao
problema dual

« | Move-se de uma
sub-optima | super-optima solugdo dual super-
doptima, mas ndo
admissivel até
atingir uma solug¢do
dual admissivel

Enguanto o algoritmo primal mantém a admissibilidade da solucgdo

primal,o algoritmo dual, mantém a admissibilidade da solu¢do dual. 13
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Algoritmo Dual Simplex. Fluxograma
Geral.

complementar
(todos os custos reduzidos nao positivos)

'

A solugdo basica Sim
primal e
admissivel?

a solucéo é 6ptima

SBAD "melhor"

14
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N4

-

criterio de admissibilidade

para o dual:
Vjiez<0

criterio de admissibilidade
para o primal:
x;20, Vx; € Xp

INICIO
Forma Padrao

CONStrUIF qUadror CorFESPONUENtE
uma

criterio de saida

min {x; : x;<0,x;€ Xp }=x,

determinar a linha pivotal s

criterio de optimo ndo
finito para o dual
Vijix, 20

S]—

basica prima
é admissivel ?

DEteErmInara variavel'h
negativa que sai da

criterio de entrada

rxg<(

determinar a coluna pivotal

correspondente a nova

Algoritmo Dual.

FIM
a solugao é
optima 1!

FIM
o primal e
impossivel 1!

DEL

EterminamaWVaraveIIngoe
Dasi

Ca quUE entra para a

Fguadro
complementar.

Calcular nova SBP Actualizar

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Tx,+2x,+6x3-2x, < 35

4x,+5x,-3x3-2x, 2 15

xla x2a X3, X4 20

Faculdade de Engenharia — Optimizacao

Exemplo. Reducao a forma padrao.

Tx,+2x,+6x5-2x, + X

= 35

Multiplicando por
(-1) as equacgoes 1 e
3, obtem-se uma
matriz inicial

identidade

Tx,+2x,+6x3-2x,

-4x1 = SX2+ 3X3 + 2)C4

X1, Xoy X35 Xgq, X5y X, X720

4x,+5x,-3x5-2x, - x; = 15
X1y Xoy X35 Xy, X5y Xg, X720
+x6 = 35
+.x7 = '15
16
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tho Dual. Exemplo: determinando uma SBP inicial.

Passo 1: Determinar uma SBP inicial que corresponde a uma
SBAD. Construir o quadro simplex correspondente.

Com a reducao a forma padrao, € possivel identificar uma SBP que
corresponda a uma SBAD complementar.
(verifica: vV j: ¢-z< 0, j=1,..,n)

/Pl P, P, P, P. P, P\ /PS P, P7\ Xp 1;‘6
2 35-4[1 0 0 10 0 || X -
726210 1 0| === o1 0| x |=]35
-4 -5 3 210 0 1 1 X -15
C N ) B

A SBP inicial X= (0, 0, 0, 0, -20, 35, -15 ) é ndo admissivel.

17
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(N[NAlgoritmo Dual. Exemplo: 1° quadro Simplex
correspondente a SBP Inicial.

1° guadro, Passo 1: Construcao do 1° quadro correspondente a
SBNAP X°= (0, 0, 0, 0, =20, 35, -15).

G |2 76 500 0

Cp | Xg | X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7| b

verifica o critério 2 3 5 41 00

de optimalidade:
o8 custos reduzidos 0| X6 | 7 2 6 2 0 1 0] 35
sdo ndo positivos,
ie a S015§'670 dual 0 4 -5 3 2 0 0 1

complementar é valor
admissivel.
4 ooooooomdaf-a

N\
Zi=Ci 1 27-6 -5 0 0 0

18

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



% Faculdade de Engenharia — Optimizagao

QQ Algoritmo Dual.
Passo 2: Teste de admissibilidade para a

. solugao primal.
Existe algum x,e X, tal que x<0,i=1,..m?

— Nao, o processo termina: a solucao basica do primal €
admissivel, i.e., a solucao é 6ptima para o primal.

— Sim, 0 processo prossegue.

2

dx,eXyp
tal que
x<07?

Sim

Nao

FIM |
— a solugao e
optima !!!

J

Passar ao passo seguinte

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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% Faculdade de Engenharia — Optimizacao
NN Algoritmo Dual. Exemplo: 1° Quadro.
Passo 2: Teste de admissibilidade para a
solucao primal.

Existe alguma variavel basica negativa? I

X® ndo é admissivel
para o primal

(SBNAP)

Passar ao passo seguinte

20
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QQ Algoritmo Dual.
Passo 3:Determinando a variavel basica negativa que sai.

Critério de saida:

linha pivotal s

min {x;e X';: x;<0 } =x,

l

i
xiz x21 LI ) xZJ
\
xiS<O xsl cee xsj L) xsn

x' xml (X X xmj LI ) xmn

21
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Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Algoritmo Dual. Exemplo. 1° Quadro.

Passo 3:Determinando a variavel basica negativa que sai.

min{xl—eXkB cx; <0 }=-20

a variavel candidata

a sair é: Xs

linha
\Q(2765000/pmmz
Cp | Xp\| X1 X2 X3 X4 X5 Xg x7/b
0| X5 -2 3 5 -4 1 0 O0]-20p> minimo
0| xs | 7 26 2 0 1 0|35
0x7—4—532001
Zz 10 0 0 0 oooIZI
ZiC | 2-7-6 5 0 0 0

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Algoritmo Dual.

Passo 4: Teste de optimo nao finito para o dual

Existe alguma
componente
negativa na

linha pivotal ?

(primal impossivel).

min {x;e X',: x;<0 } =x,

i

l

_ FIM _
optimo nao
finito para o
dual, i.e., o

primal nao tem

solucbes
admissiveis:
o primal é
impossivel /

XB x1 XX xj
1 i e Ay Existe
iy | X21 o0 Xy algum
. S x; <07
X <0 Xy ... X
Xi | Xpg oo Xy oee Xy Passar ao passo seguinte

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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QQ Algoritmo Dual. Exemplo. 1° Quadro.
Passo 4: Teste de optimo nao finito para o dual.

N

negativa na linha pivotal .

Existe alguma componente
\ 276 50 0 0

Cp | Xg \X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 | b

X ) ,
o 0| X5 [-2 13 5 -4 1 0 o—>mmtmo
componentes 0 x6 7 2 6 2 0 1 0 35

negativas na 0 x7 -4 -5 3 2 0 0 1

linha pivotal, i.e.,

e possivel passar
ao passo seguinte

-15
Zj OOOOOOOEI

do algoritmo

Zi=C;i | 2 7-6 -5 0 0 0

24
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Passo 5: Dete

Faculdade de Engenharia — Optimizagao
Algoritmo Dual.
rminar a variavel nao basica que entra.

19. Seleccionar os coeficientes negativos da linha
pivotal s :  x,; <0

linha pivotal s \
XB

29, Dividir os quocientes entre os custos reduzidos
e cada um destes coeficientes negativos

A escolha de 0, como o
minimo desta expressdo
garante a admissibilidade da
nova solugdo dual, ja que o
percurso deste algoritmo dual
Simplex é mover-se duma
SBAD para outra SBAD
melhor”.

Cj—Zj .
— :xsj<0, J =120

X

s/

39, Seleccionar a coluna r onde se alcance o
menor dos quocientes(critério de entrada):

.| €2 C,—Z
6,=ming " x; <0 p="—""

Jo|l Xy X,

e 25
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% Faculdade de Engenharia — Optimizagao

QQ Algoritmo Dual. Exemplo: 1° Quadro.
Passo 5: Determinar a variavel nao basica que entra.

coluna pivotal: j =1 \ Cj 2 7 6 5 0 0 0

—C-B\%\ Xy Xy X3 X4 X5 Xg X7 | b

pivot N
X5 203 5 4 20— minimo

1 0 0
2 6 2 0 1 0] 35
x, |-4]-5 3 2 0 0 1|15

oS O O
-
@)
~

Zj OOOOOOOIZI

zi-¢; | 217 -6 . 0 0 0
% -5/-4=5/4

Inimo

-2/-2=1

26
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QQ Algoritmo Dual.
Passo 6: 1°. Calcular nova SBP com SBAD complementar.

2°. Construir o novo quadro simplex.

12 A variavel bdasica negativa que sai m X I

93 A variavel ndo basica que entra m X, I

nova SBP:

SBP:

X0 =(x;,x, x,,.,X,,0,.,0)

X'=(x;,x,,x,,.x,,0,.,0)

X, entra

Calcular o novo quadro aplicando o método de Gauss-Jordan,
tomando o pivot como elemento redutor.

27
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% Faculdade de Engenharia — Optimizagao

QQ Algoritmo Dual. Exemplo. 1° Quadro.
Passo 6: Calcular nova SBP com SBAD complementar.

12 A variavel basica negativa que sai |:> X5 I

23 A variavel nao basica que entra

=) _=_|

SBP inicial X°:
0
X 5= (5. Xg. ;)
X%=(0,0,0,0,-20, 35, -15)

X; entra

SBP X!:

1
|:> X g=(x;, X5, x7)

X!=5

X5 sai

28
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Algoritmo Dual. Exemplo.

Passo 6. Calcular nova SBP X1.

Linha 1: /inha pivotal
dividir pelo pivot: -2

Linha 2: linha anterior -
(coeficiente coluna pivot x nova linha
pivot)

7 2 6 -2 010
-(7)1-32 52 2 -1200

35
10

0 25/247/2-16 7/2 1 0 35

Linha 3: linha anterior -
(coeficiente coluna pivot x nova linha

pivot)
4 -5 3 2 0 01415
+4x1 -32 -52 2 -120 0 |10
O -11 -7 10 201 |25

¢l 276 5000
Cp | Xg | X1 *2 *3 X4 X5 X6 X7 b
0 | Xs|| 23 5 4 1 0 0|20
O X (7] 2 6 2 0 1 0] 35
0| x,||-4/-5 3 2 0 0 11|-15
zZ| 000 0 000 |[0)]

Zi<Cil 2 -7-6 -5 0 0 0
20 X | 13252 2 <12 0 0 | 10
0| X6 | 0252472-16 72 1 0 |-35
0| X7 0-11 -7 10 -2 01 | 25

29
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QQ Algoritmo Dual. Exemplo: 2° Quadro.
Passo 1. Construir o quadro Simplex correspondente a
nova SBP X! = (10, O, O, O, 0,-35, 25).

C; 2 7 6 5 0 0 0

<

X1 |1 3252 2 120 0 10

Xe¢ |0 252472-16 72 1 0] -35
0 -11 -7 10 -2 0 1| 25

os custos reduzidos

sdo ndo positivos,
i.e., a solucdo dual
complementar é
admissivel.

23 5 4 -1 00|20

/ e
(Y \® T -

Zi=Ci 10 -10-11 -1 -1 0 0

30
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QQ Algoritmo Dual. Exemplo: 2° quadro.
Passo 2: Teste de admissibilidade para a solucao primal.

Existe alguma variavel basica negativa? I

X! ndo é admissivel
para o primal
‘ (SBNAP)

|

Passar ao passo seguinte

31
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a variavel
candidata a sair
e X4

Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Algoritmo Dual. Exemplo. 2° quadro.
Passo 3: Determinar a variavel basica que sai.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

G 1276 50 0 0] /| lnha
pivotat
2| X1 [ 13252 2 120 Q 10
0 X6 |0 252 472-16 72 1 Omtmmo
0 x, o-11 -7 10 -2 0 1| 25
Zj 2 -3 -5 4 -1 00
Z;i=C; 10 -10-11 -1 -1 0 0

32



% Faculdade de Engenharia — Optimizagao
(NN Algoritmo Dual. Exemplo: 2° Quadro.
Passo 4: Teste de optimo nao finito para o dual,
problema impossivel para o primal.

Exizs'.teha[gz,!m xij?< 0 \ Cj 2 7 6 5 0 0 O
na linha pivotal . 1
€p NXg | X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 | b
Ha uma 2| X - - - 10
CO;”'?POW”;?h 0| Xg |0 252 472-16 |72 1 0‘ - 35 minimo
negativa na linna 0 x7 0 -11 -7 10 2 0 1 75

pivotal, i.e., ¢

possivel passar
ao passo seguinte
do algoritmo

Z |23 5 4 -1 00|20

Zi=C; | 0 -10-11 -1 -1 0 0

33
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QQ Algoritmo Dual. Exemplo: 2° quadro.
Passo 5: Determinar a variavel ndao basica que entra.

G |27 6 5000
Cp | X | X1 Xp X3 X4 X5 Xg X7 | b

X1 [1 -39 -5/2| 2|-1/2 o o/ 10
0 2512 47/3-16] 72 1 0| - 35 - minimo

x; |0 -II -7_-7 20 1| 25
Zj 2-3-54-100

Zi=Ci 1 0 -10 -11 -1 0 0

minimo

S S N
&
=)\

-1/-16=1/16

34
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% Faculdade de Engenharia — Optimizacao

QQ Algoritmo Dual. Exemplo: 2° Quadro.
Passo 6: Calcular nova SBP X2.

12 | A varidvel béasica negativa que sai

23 A variavel nao basica que entra

SBP inicial X*:
1
X g=(x;, x5, X7)
X1=(10,0,0,0,0, -35, 25)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

= = |
=) x|

X, entra

e

Xg sai

SBP X2:
2
X g=(x;,xy,x;)
X2=79

35



% Faculdade de Engenharia — Optimizagao

QQ Algoritmo Dual. Exemplo: 2° Quadro.
Passo 6. Calcular nova SBP X2.

C: 2 7 6 5 0 0 O

j

Cp | Xp Xp Xy X3 X4 X5 Xg X7 | b
2| X1 | 1 3p -52| 21-1/2 10
0 | X \0 25/2 47/§|-16 72 1 0| -35
0

X7 0-11 -7]100 2 0 1| 25
z |23 -5 4 -1 00 ||20]
Z;i=Cil 0 -10-11 -1 -1 0 O
2 | x| 1 1/I6 7/16 0 -1/16 1/8 0 45/8

0 -25/32 -47/32 1-7/32-1/16 0 35/16
0 X7 | 0 -51/16 123/16 0 3/16 5/8 1 75/8

N
=
TN

36
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% Faculdade de Engenharia — Optimizagao

QQ Algoritmo Dual. Exemplo.
Passo 1: Construir o 3° quadro Simplex correspondente
a nova SBP X2.

X2 = (45/8,0,0,35/16,0, 0, 75/8 ).

C; 2 7 6 5 0 0 0

1 1/16  7/16 0 -1/16 1/8 0 | 45/8

2| X4
0s custos reduzidos |\§ | X4 0 -25/32 -47/32 1 -7/32 -1/16 0 | 35/16
$do ndo positivos,
i.e. a solugdo dual X~ 0 -51/16 123/16 0 3/16 5/8 1 75/8
complementar é
admissivel \
Zj 2-121/32-207/32 5-39/32-1/16 0 | 355/16

2;=Ci | 0-345/32 -399/32 0-39/32 -1/16 0

37
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% Faculdade de Engenharia — Optimizago

QQ Algoritmo Dual. Exemplo: 3° quadro.
Passo 2: Teste de admissibilidade para a solugcao primal.

Existe alguma variavel basica negativa? I
X g=( 45/8, 35/16 ,75/8 ")

Y Nio FIM
tal que a solucao e
x<07? optima !!!

X? é admissivel para o primal (SBAP), sendo a solucdo
optima para o primal.
A solucdo dual complementar Y°=CgzB! é admissivel para o
dual (SBAD), sendo a solucao éptima para o dual.
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N

Algoritmo Dual. Conclusoes.

O Algoritmo Dual Simplex envolve:
- uma SBAD como ponto de partida a qual corresponde
uma SBNAP;
* UM mecanismo que determina a passagem para uma

nova SBAD "melhor" do que a anterior;

- critérios de paragem que indicam se o problema primal
tem o6ptimo finito (solucao 6ptima) ou se o problema
primal € impossivel (neste caso o problema dual nao tem

optimo finito).
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