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O que sao redes em (I0)?

<>4
\

As redes surgiram em diversos ambientes e de muitas formas
distintas. Redes de transporte, eléctricas e de comunicac¢ao sao
uma constante no nosso dia-a-dia. As representacoes em forma
de rede sao amplamente usadas em areas tao diversas como
producao, distribuicao, planeamento de projectos,
posicionamento de instalagées administracao de recursos e

planeamento financeiro.
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Que tipos de problemas de redes existem?

@  Existem muitos problemas de redes, aqui serdo abordados os

seguintes:

O problema do caminho maris curto;

O problema do fluxo maximoy

O problema do fluxo do custo minimo.
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Exemplo do Prototipo

O Parque de Gorongoza fo1 reservado para visita e excursoes limitadas. Nao ¢é
permitido o ingresso de carros no parque, porém ha um esquema de estradas estreitas e
tortuosas por onde podem trafegar pequenos carros eléctricos e jipes dirigidos pelos
guardas florestais. Esse sistema de estradas ¢ apresentado sem as curvas na figura, na
qual o lugar O ¢ da entrada e as outras letras designam os lugares dos postos dos
guardas florestais e outras instalacoes. Os numeros fornecem as distancias em

Quiléometros dessas estradas tortuosas.

O parque tem uma vista panoramica de destaque no ponto T. Um pequeno nimero de

carrinhos ¢ usado para levar e trazer visitantes da entrada do parque até ao ponto T.

A gestao do parque esta a deparar actualmente com trés problemas:
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Exemplo do Prototipo
%?L
Determinar que rota da entrada do parque até ao ponto
T tem a menor distancia total para a operacao dos

carrinhos (este € o exemplo de caminho mais curto que

sera discutido).
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Exemplo do Prototipo

% O segundo problema ¢é que as linhas telefénicas que tém que ser

instaladas sobre as vias para estabelecer comunicagao telefénica em
todos os postos inclusive na entrada do parque. Pelo facto da
instalacao ser cara e também prejudicial ao meio ambiente, as linhas
serao somente instaladas num nimero de estradas suficientes para
permitir uma conexao entre cada par de postos. A questao é onde as
linhas deverao ser instaladas para que atendam a um total minimo de
quilometros de linha instalada (este é o exemplo de problema de

arvore de expansao minima).
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Exemplo do Prototipo

N

ol
% O terceiro problema é que um numero maior de pessoas desejam
utilizar o servico de transporte do parque do que o que pode ser
atendido durante a época de visita, o problema é: que numero de
rotas usar de modo a maximizar as viagens que poderiam ser
feitas sem violar os limites em qualquer uma das viagens

individualmente (este é o exemplo de problema de fluxo maximo).
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Exemplo do Prototipo

VO

Sistema de pequenas estradas para o parque de Gorongoza
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Como ¢é formada uma rede ?

<~
\

Uma rede é formada por um conjunto de pontos e rectas conectando

L

certos pares de pontos:
Os pontos sao chamados nds;
As rectas sao chamadas arcos;

O arco é chamado arco direccionado se o fluxo for permitido s6 em
um sentido e na sua extremidade adiciona-se uma seta indicando a
direccao;

O arco é chamado arco nao direccionado se o fluxo for permitido em
ambos os sentidos.
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Uma rede que possua somente arcos direccionados é chamada rede direccionada;

Uma rede que possua somente arcos nao direccionados é chamada rede nao

direccionada;

Um caminho entre dois n6s é uma sequencia de arcos distintos conectando esses

nos;

Um caminho direccionado do n6 i para o n6 j é uma sequencia de arcos
conectados cuja direccao (se houver) sera no sentido do n6é jde modo que o fluxo do

no 1 para o no j seja viavel;

Um caminho niao-direccionado do n6 1para o n6 j é uma sequencia de arcos
conectados cuja direccao (se houver) pode ser tanto no sentido como afastando-se do

no j,
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9" Um caminho que comeca e termina no mesmo no6 é chamado ciclo;

®

Dois nds sao ditos conectados caso a rede contenha pelo menos um

caminho nao conectado entre os nos;
Uma rede conectada é uma rede na qual todo o par de n6s é conectado;

Cada arco novo cria uma drvore maior que é uma rede conectada (de
aloum subconjunto de n nés) que nao contém nenhum ciclo nao

direccionado;

Uma drvore de expansio é uma rede conectada de todos os n nés que

nao contém nenhum ciclo nao direccionado;

12
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.-, A quantidade maxima de fluxo (possivelmente infinita) que pode ser

Y
9 transportada num arco direccionado ¢ conhecida como capacidade do

arcoy

Um n6 de suprimento (ou n6 de origem, ou simplesmente origem) tem a

propriedade que o fluxo saindo do né excede o fluxo de entrada no no;

Um 16 de demanda (ou n6 escoador, ou simplesmente escoadouro) tem
a propriedade que o fluxo que sat do n6é nao excede o fluxo que entra no

/

no;

Um nd transhipment (ou no intermédio) satisfaz a conservacao do fluxo

de modo que o fluxo que entra no no6 seja igual ao que sat do no.
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Modelos de Optimizacao de Redes

Cruzamentos Estradas Carros
Aeroportos Rotas Avides
Computadores Fios / Canais Mensagens
Hstacoes de Elevacao ~ Condutas Fluidos
Postos de Trabalho Rotas de tratamento de materiais Tarefas
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A essencia do algoritmo ¢é espalhar em todas as direc¢oes a partir da origem,
identificando sucessivamente o caminho mais curto para cada um dos noés da rede na

ordem ascendente de suas distancias (mais curtas) a partir da origem, e assim,

solucionando o problema quando o n6 de destino ¢ atingido.

Objectivo da n-ésima iteragao: encontrar o n-ésimo n6 mais proximo da origem (a

ser repetido paran = 1,2,... até ao n-esimo n6 mais proximo ser o destino).

Entrada para a n-ésima iteragao: n-1 nés mais préximos da origem (resolvido nas
iteracoes anteriores) inclusive sua distancia da origem e caminhos mais curtos. Esses

nos, além da origem, serao chamados nds solucionados ; os demais serdo os n6s nao

solucionados.
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4 Candidatos ao n-ésimo n6é mais proximo:

cada n6 solucionado que é conectado directamente por uma ligacao a um
ou mais n6s nao solucionados fornece um candidato-o né nao solucionado

com a ligacdo de conexdao mais curta. Empates fornecem candidatos

adicionais.

Calculo do n-ésimo n6é mais proximo:
para cada n6 assim solucionado e seu candidato, acrescente a distancia entre
eles e a distancia do caminho mais curto da origem até esse n6 solucionado.
O candidato com a menor distancia total é o n-ésimo n6 mais préximo

(empates fornecem nos solucionados adicionais) e seu caminho mais curto

¢ aquele gerando essa distancia.
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Algoritmo para o Problema da Arvore de Expansdo Minima:

1. Selecciona-se qualquer n6 arbitrariamente e depois o conectasse (isto &,
acrescenta-se uma ligacao) ao n6 distinto mais proximo.

2. Identifica-se o n6 sem conexao que esteja mais préoximo a um no conectado e,
em seguida, conectasse esses dois nos (isto €, acrescente uma ligacao entre eles).
Repete-se essa etapa até que todos os nés tenham sido conectados.

3. Desempate: Os empates para o n6 distinto mais proximo (Passo 1) ou o n6 nao
conectado mais proximo (Passo 2) podem ser desfeitos de forma arbitraria e o
algoritmo ainda deve conduzir a uma solucao optima. Entretanto, tais empates

sao sinal de que podem existir (mas nao necessariamente) solucoes optimas

multiplas.

19
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Algoritmo para o Problema da Arvore de Expansdo Minima:

Todas essas solucoes Optimas podem ser eliminadas buscando-se todas as
maneiras para se desempatar até sua conclusao. A maneira mais rapida de
se executar esse algoritmo manualmente ¢ a abordagem grafica ilustrada a
seguir. Aplicando este Algoritmo ao Problema da Arvore de Expansio
Minima do Parque de Gorongosa precisa-se determinar sob que vias as
linhas telefonicas devem ser instaladas para conectar todos os postos com
um comprimento total minimo de linha. Usando-se os dados fornecidos na
figura, descreve-se a solugao passo a passo para esse problema. Noés e
distancias para o problema sao sintetizados a seguir, em que as linhas finas

representam. no momento, ligacoes potenciais.
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Exemplo do Prototipo

Comecando arbitrariamente pelo n6 O, o n6 nao conectado mais préximo do
O ¢ 0 n6 A. Conecte-se 0 n6 A ao n6 O.

/T

/\\/ |
\/

E

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Exemplo do Prototipo

O n6 nao conectado mais proximo ao n6 O ou né A é o né B (mais
proximo de A) conecte-se o n6 B.

\ /T

/ 7

E
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Exemplo do Prototipo

O no nao conectado mais préximo aos nés O, A ou B é o n6 C (mais
proximo de B) conecte-se o n6 C ao no6 B.

\ / T

/ 7

E

23
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Exemplo do Prototipo

O n6 nao conectado mais proximo aos nés O, A, Bou C é o n6 E (mais
proximo de B) conecte-se o n6 E ao n6 B.

\ /T

/ 7

E

24
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Optimizacao

Exemplo do Prototipo

O n6 nao conectado mais proximo aos n6s O, A, B,Cou E é o n6 D
(mais proximo de E) conecte-se o né E ao né D.

N

7
— B 1
\
4 1
4 E
C

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

25



w Faculdade de Engenharia — Optimizacao

Exemplo do Prototipo

O Unico nd nao conectado remanescente é o 1. Ele se encontra mais
proximo de D. Conecte-se o n6 T ao D.

\ /T

/ :

E

26
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O Problema do Caminho Mais Curto

Nds solucionados N6 Nao Distancia N-esimo | Distancia Ultima
N Directamente Solucionado Total NoO Minima Conexao
conectados a Nos Conectado mais Envolvida Mais
Nao Solucionados préximo
1 O A 2 A 2 OA
5 3 O C 4 C 4 OC
' A B 24+2=4 B 4 AB
A D 2+7=9
4 B E 44+3=7 E 7 BE
C E 4+4=8
A D 2+7=9
5 B D 44+4=8 D 8 BD
E D 7+1=8 D 8 ED
6 D T 8+5=13 T 13 DT
E T /7+7=14
27
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O Problema do Caminho Mais Curto

Distancia E4:E17

De B4:B17

FluxoLiquido H4:H10

Nos G4:G10

NaRota D4:D17 .

OfertaDemanda J4:110 C D E

Para C4:C17

DistanciaTotal D19
3 De Para Ma Rota | Distancia
4 0 B 2
5 O B 5
] O C 4
7 A B 2
8 A D 7
9 B C 1
10 B D 4
11 B E 3
12 C B 1
13 C E 4
14 D E 1
15 D T 5
16 E D 1
17 E T 7
18
19 Distancia Total 0

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

5 H 1
Mos  |Fluxo Liguido Oferta/Demanda
O o 1
A 0 0
B 0 0
c 0 0
D 0 0
E 0 0
T 0 -1
A 4 5 i
D
¢ 4
5 7
B 1
3
1
4 E
&
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O P ro b I ena d 0 C :SUMI-F(De,G4,Na_Rc;ta)-SUMIF(Para,é4,NaRota) ‘

=SUMIF(De,G5,NaRota)-SUMIF(Para,G5,NaRota)
=SUMIF(De,G6,NaRota)-SUMIF(Para,G6,NaRota)
A E C o E E G i =SUMIF(De,G7,NaRota)-SUMIF(Para,G7,NaRota)
=SUMIF(De,G8,NaRota)-SUMIF(Para,G8,NaRota)

1
2 | =SUMIF(De,G9,NaRota)-SUMIF(Para,G9,NaRota)
- - : =SUMIF(De,G10,NaRota)-SUMIF(Para,G10,NaRota)j
3 De Para Ma Rota | Distancia Mos Fluxo L
T

4 0 A 2 0 . 1
5 0 B ] A = o

6 0 C 4 B = 1]

7 A B 2 C = o

a8 A D 7 D = 0

9 B C 1 E = o
10 B D 4 T = -1
11 B E 3
== c B 1 Solver Parameters §|
13 C E 4 —
14 D E 1 Set Target Cell: istancia

Equal To: OMax  ®mMn O valueof: |0
=SUMPRODUCT(D4:D17,E4:E17 3 = = = |
. ( . ! ) 1 By Changing Cells:
- e T | ; NaRota
18 _ Subject ko the Constrainks:
13 | Distancia Total E— —2 Fluxoliquido = OfertaDemanda
20
Change

Assume Linear Model [] Use aAutomatic Scaling

fissume Mon-hegative [ ] show Iteration Results

Estimates Derivatives Search

(%) Tangent (%) Forward (%) Mewton
) Quadratic ) Central ) Conjugate 29
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O Problema do Caminho Mais Curto
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L= RN (= B B S R R R R

B | fb bk (e
(=T == R = FRTE S

G H 1
Mos  |Fluxo Liguido Oferta/Demanda
O 1 1

A 0 0

B 0 0

c 0 0

D 0 0

E 0 0

T -1 -1

B C D E
De Para Ma Rota | Distancia
8] A 1 2
8] B i) 5
8] C i) a
A B 1 2
A D o 7
B C o 1
B D 1 4
B E o 3
C B i) 1
C E i) a
D E i) 1
D T 1 5
E D i) 1
E T i) 7
Distancia Total 13

= Il
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Exemplo do Prototipo

3

AN

2

C

Sistema de pequenas estradas para o parque de Gorongoza

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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O Problema do Fluxo Maximo

LT =T = B B = B B R TR R S R

A2 A&{H A=
Co |~ [ Bw = o

A B E D E F G H 1 ] K

De Para Fluxo Capacidade Mos | Fluxo Liquido | Oferta/Demandane
O A = 5 O 0

O B = 7 A 0 = 0

O C = a4 B 0 = 0

A B = 1 C 0 = 0

A D = 3 D 0 = 0

B C = 2 E 0 = 0

B D = 4 T 0

B E = 5

C E = 4 3

D T < 9 A & — T
E D = 1 5/ 1\ .

E T < 6 > LA, /

B 5
4 2
Fluxo Méximo 0 \ ]
6
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Y 4 n
Capacidade F4:F15 O PrObIema C|O FlU)(n Mavimn
- De B4:B15 =SUMIF(De,H4,Fluxo)-SUMIF(Para,H4,Fluxo
- Fluxo D4:D15 D E F G H =SUMIF(De,H5,Fluxo)-SUMIF(Para,H5,Fluxo
FluxoMax D17 =SUMIF(De,H6,Fluxo)-SUMIF(Para,H6,Fluxo
. FluxoLiquido 14:110 ‘ =SUMIF(De,H7,Fluxo)-SUMIF(Para,H7,Fluxo
- Nos H4:H10 - - =SUMIF(De,H8,Fluxo)-SUMIF(Para,H8, Fluxo
- OfertaDemanda K5:K9 Fluxo Capacidade Noés |Fluxa —sSyMIF(De,H9,Fluxo)-SUMIF(Para,H9,Fluxo
Para C4:C15 < 5 0 =SUMIF(De,H10,Fluxo)-SUMIF(Para,H10,Flu
- = 7 A
] 0 C = 4 3] _—
) A B = 1 C o
8 Jil D = 3 D (i}
9 B C = 2 E o
10 B D = 4 T i}
11 B E = ]
12 C E = 4 !
14 E O = 1 Set Target Cell: uEw
15 E T < 5 Equal To: i Max  OmMno Ovalueof: |0
16 By Changing Cells:
17 | FluxoMaximo | =l4 || Fluxa B
18 Subject ko the Constraints:
$145:4149 = Ofertabemand
il |:| | Fluxo <= Capagzl.:deeman :
+| Assume Linear Mode IJse Aukomatic Scaling -
Assurme Mon-hNegative [] show Iteration Results
Estimates Derivatives Search
(%) Tangenkt (%) Forward (%) Mewton -
) Quadratic ) Central ) Conjugate
33
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O Problema do Fluxo Maximo

Mos Fluxo Liguido | OfertafDemandane

0 14

A 0 ]
B 0 1]
c 0 v]
D 0 1]
E 0 0
T -14

De Para Fluxo Capacidade
a A 3 = 3
a B 7 = 7
a C 4 = 4
A B 0 = 1
A D 3 = 3
B C 0 = 2
B D 4 = 4
B E 3 = 5
C E 4 = 4
D T 8 = 3
E D 1 < 1
E T b = 6
Fluxo Maximo 14
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NN O Problema do Fluxo de Custo Minimo

Como se descrevem os problemas do Fluxo de Custo minimo?

A rede é uma rede direccionada e conectada.

Pelo menos um dos nés é um no de suprimento.

Pelo menos um dos demais nés ¢ um no de demanda.
Todos os nés remanescentes sao noOs zranshipnient.

O fluxo através de um arco é permitido somente na direccao indicada pela seta em
¢

que a quantidade maxima do fluxo ¢ dada pela capacidade desse arco. Se o fluxo

poder ocorrer em ambas as direcgoes 1sso € representado por um par de arcos.

A rede tem arcos suficientes com capacidade suficiente para permitir que todo o
fluxo gerado nos nés de suprimento atinjam todos os nés de demanda.

O custo do fluxo através de cada arco é proporcional a quantidade desse fluxo, no
qual o custo por fluxo unitario é conhecido.

O objectivo ¢ minimizar o custo total de enviar provisao disponivel através da
rede a fim de satisfazer a demanda dada.
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O Prohlema

0 Fluxo de C

1Ista Minimao

Tipo de NOs de Nos Nos de
Aplicacao Suprimento Transhipment Demanda
Operacao de uma Origem das Instalacoes Clientes
rede de distribuicao | mercadorias Intermediarias para

armazenamento

Controle de residuos

Origem de residuos

Instalacoes de

Localizacoes de

solidos solidos processamento aterros

Operagao de uma Fornecedores Dep6sitos Instalacoes para
rede de suprimento intermediarios processamento
Coordenacao de mix | Fabricas Fabricacao de um Mercado para um

de produtos nas
fabricas

produto especifico

produto especifico

Gerenciamento do
fluxo de caixa

Fontes de caixa em
um determinado
momento

Opcoes de
investimento de
curto prazo

Necessidades de
calxa em um
determinado
momento
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NN O Problema do Fluxo de Custo Minimo

,’J
% Como se Formula o Modelo dos Problemas do Fluxo de Custo minimo?

, Considere-se uma rede direccionada e conectada em que os n nos incluem pelo

menos um noé de suprimento e pelo menos um né de demanda, as variaveis de

®

decisiao sao:

X5 = fluxo do arco 1 — j

e entre as informacoes dadas tem-se:

¢; = custo por fluxo através do arco i — |

u; = capacidade do arco para o arco i — |

b; = tluxo liquido gerado no noé 1
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O valor de 4, depende da natureza do no 1, em que

b, > 0 se o no 1 for um no6 de suprimento

b, <0 seonod1itforum nd de demanda

b, = 0 se o no 1 for um no transhipment

O objectivo é minimizar o custo total da remessa da oferta

disponivel através da rede para satisfazer a demanda dada

38
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NN O Problema do Fluxo de Custo Minimo

Usando a convencao de que os somatoérios sao considerados apenas sobre os

arcos existentes a formulacao da programacao linear deste problema fica:

Minimizar anzn:(;u )(ij

i1 -1
Sujeito a: ” h N
inj _iji =0 Paracadandi
3 = =
0 <Xj <U; -> paracadaarco |->]

O primeiro somatoério nas restricoes de nos representa o fluxo total que sai do no i

a0 passo que o segundo somatoério representa o fluxo que entra no né 1 de modo

que a diferenca seja o fluxo liquido gerado no no.
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NN O Problema do Fluxo de Custo Minimo

Propriedades de Solugdes Viaveis: uma condicao necessaria para um problema do fluxo

do custo minimo ter qualquer solugdo viavel ¢ que:

> =0
=1

isto ¢, o fluxo total gerado no nés de fornecimento ¢ igual ao fluxo total sendo absorvido

nos nos de demanda.

Propriedades das Solugdes Inteiras: para os problemas do fluxo do custo minimo em

que cada b; e #; sao valores inteiros, todas as varidvels basicas em cada uma das solugoes

basicas viaveis (BV) incluindo a soluciao 6ptima, também possuem nimeros inteiros.

40
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bA:[SO] CAD — 9 [-30]
A D
2 4 / \
2
(Ups=10) C
3 1 /
! (uce=80)
B E
[30] [-60]

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

Exemplo do
problema de uma
companhia de
distribuicao
formulado como
um problema de
fluxo de custo

minimo
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Maximizar Z =2X,5 +4X,c +9X,p +3Xge +Xeg +3Xoe +2Xep

sujeito a:
g T Xac T Xp
—XaB + Xgc
Xac — Xgc T X
XaD T Xoe
- X T Ao
e

Xp <10, x4 <80, para todo 0 X; =0

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

Xep
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A B £ D E F G | ] L
1
2
3 De Para Fluxo Capacidade | Custo Unitario MNés  |Fluxo Liguido Oferta/Demanda
4 A B = 10 2 A 50
5 A C 4 B 40
B A D 9 C 0
7 B C 3 D -30
8 C E = 80 1 E -60
9 D E 3
10 E D 2
11
12 Custo Total
13
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gapaddade ;if';ll% =SUMIF(De,14,Embarque)-SUMIF(Para,14,Embarque)
Fle Liquid J4'.J8 : =SUMIF(De,I5,Embarque)-SUMIF(Para,I5,Embarque)
N”XO lquido e D E F G | =SUMIF(De,16,Embarque)-SUMIF(Para,16,Embarque)

0s : =SUMIF(De,17,Embarque)-SUMIF(Para,17,Embarque)
Embarque D4:D10
Ofertagemanda - =SUMIF(De,18,Embarque)-SUMIF(Para,I8,Embarque)
Para C4:C10 Fluxo Capacidade | Custo Uni\txh__ﬁ\ . o
CustoTotal D12 < 10 2 = 50
CustoUnitario G4:G10 4 B = 40

5 A 5 9 C - = 0

7 B C 3 D = -30

& C E = a0 1 E = -60 !

9 D E 3

10 E D 2

11 O — Solver Parameters E|

12 Custo Total - e

13 Set Targek Cell: ho Tk

14 Equal To:  OMax @M O ¥alueof: |0 ol

= =SUMPRODUCT(D4:D10,G4:G10) 2 Chanana Cel

17 g . -

18 Assumne Linear Maodel [ Use Automatic Scaling e Dptions

19 Assume Man-Megative [] Shaw Iteration Results igi; :i ig;

Estimates Derivatives Search .
Fluxoliquida = OfertaDemanda h
20 (%) Tangent (%) Eorward (%) Mewton
2 - | -
() Quadratic () Central () Conjugate Delete

22
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O Problema do Fluxo de Custo Minimo

.t B C D E F €] | J L
1
2
3 De Para Fluxo Capacidade | Custo Unitdrio NG Fluxo Liquido Oferta/Demanda
4 il B 4] = 10 2 A 50 50
5 A C 40 4 B 40 40
6 il D 10 9 C 4] 1]
7 B C 40 3 D -30 -30
2 C E 20 = 20 1 E -60 -60
9 D E 0 3
10 E D 20 2
11
12 Custo Total 430
13
14
15
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