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Programacao Nao Linear

Aula 27: Programacao Nao-Linear - Funcoes de Varias
variaveis

e Vector Gradiente;

e Matriz Hessiana;

e Convexidade de Funcoes e de Conjuntos;
e Condicoes optimas de fungoes irrestritas;

e Meétodo de Busca por Gradiente.
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NN Programagao Nao Linear

I4

®

Considere-se o problema de maximizacao de uma fun¢ao f{x) com
variavels multiplas x = (x,,x,,...x,) quando nao existe nenhuma
restricao sobre os valores viaveis. A condicao de optimalidade

consegue-se 1gualando as primeira e segunda derivada a zero.

Como a func¢io agora tem varias variaveis, a primeira e segunda

derivadas alcanca-se introduzindo o conceito de vector Gradiente e

matriz Hessiana.
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NN Vector Gradiente

2

O que € o vector gradiente?

as derivadas parciais de / em x. Pode representar-se por grad £{x), ou

por Vf(x), em que W (lé-se nabla) e é o operador diferencial definido por:

f 9~ Chama-se gradiente de / no ponto x a um vector cujas componentes sao

of(x) o . T
N _|or(x)ar(x) af(¥)
Vf(x )_ ' %, |7 ox, ox,  Ox

n
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QQ Matriz Hessiana

% O que ¢ a matriz Hessianar

9~ Chama-se Matriz Hessiana de uma funcao de n variaveis a matriz

U4

quadrada n X n das dertvadas parciais de segunda ordem da fungao:

of of . Jf
ox; Ix,0x, ox,0x,
0’ 0’ 0’
=| Ix,0x, X, ox,0x,
OxOx : , :
ocf of . 2f
| Ox,0x,  Ox,0x, ox; |
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NN Convexidade

2

% O que ¢ a Convexidade de uma funcao com uma unica variavel?

9~ Uma funcao com uma unica variavel f{x) ¢ uma funcao convexa se
para cada um dos pares de valores de x"e X7 (x'< x”) fJAx"+(1-
A" J< Ma”)+(T- A)f(x”) para todos os valores de 4 tais que 0< A<7.
Ela sera uma funcio estritamente convexa se < puder ser substituido
por <. Ela é uma funcao concava (ou uma funcao estritamente

concava) se essa afirmacao continuar valida quando = for substituido

por = (ou por >)
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Convexidade
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Convexidade

% Como se faz o teste de Convexidade de uma funcao com uma unica variavel?

derivada em todos os possiveis valores de x. Entao {(x) é:

? =~ Considere-se uma fun¢ao com uma unica variavel f(x) que possut uma segunda

2
_ Convexa se e somente se para todos os x cj{ { > ()
X

Estritamente Convexa se e somente se
para todos os x
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NN Convexidade

A d’
Concava se e somente se para todos os x I g { <0
X

Estritamente Concava se e somente se d’f
para todos os X dx’

E de notar que uma funcio estritamente convexa também é convexa, mas
uma fun¢ao convexa nao ¢ estritamente convexa se a segunda derivada for
igual a zero para alguns valores de x. de forma similar uma fungao
estritamente concava ¢ concava porém o Inverso nao € necessariamente

verdadeiro.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Optimizagao

NN Convexidade

O que é a Convexidade de uma funcao com varias variaveisr

Uma funcao com varias variaveis f{x,,X,,...,X,) ¢ uma funcio convexa se para
cada pares de pontos na curva f{x,,X,,...,X,), 0 segmento de recta que une
esses dois pontos cai inteiramente em cima ou sobre a curva de f{x,,x,,...,x,).
Ela ¢ uma funcao estritamente convexa se esse segmento de recta realmente
cair inteiramente acima dessa curva excepto nos pontos extremos do
segmento de recta. As funcoes cOncavas ¢ estritamente concavas sao

definidas da mesma forma, excepto pelo facto de acima ser substituido por

abaixo.
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5 NN Convexidade

Como se faz o teste de Convexidade de uma funcao com varias
variaveis?

Uma fungio de n variaveis f(x,Xx,...x,) definida num conjunto

convexo S é:

Convexa se e somente se a matriz Hessiana da
funcdo for positiva semi-definida em todos os
pontos do conjunto S.

%& Estritamente Convexa se e somente se a matriz
Hessiana da funcdo for positiva definida em todos
os pontos do conjunto S.
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NN Convexidade

Concava se e somente se a matriz Hessiana da
funcado for negativa semi-definida em todos os
pontos do conjunto S.

Estritamente Concava se e somente se a matriz
Hessiana da funcdo for negativa definida em todos
os pontos do conjunto S.

12
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NN Convexidade
'\

O que um conjunto convexor

®

Um conjunto convexo é um conjunto de pontos tal que, para cada par
de pontos no conjunto, todo o segmento de recta que une esses dois
pontos também se encontra no conjunto.

As figuras mostram alguns casos de conjuntos convexos e nao

CONvexos.
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Convexidade

Conjuntos Convexos

Conjuntos n&o convexos

=
Fo e
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QQ Condicdes Optimas para Funcdes de varias
Variaveis sem restricoes

Seja x* um ponto minimo local da funcao f(x). Para investigar a sua

vizinhanga, seja X um ponto perto de x*. Escrevendo a Série de Taylor

em notacao matricial obtém-se:

f(x)zf(x*)Jer(x*)Td+%dTH(x*)d+R

Defina-se o incremento Afem em f{x*) como:

A =Vf(x') d+id"H(x")d +R
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QQ Condicdes Optimas para Funcdes de varias
Variaveis sem restricoes

Se assumir-se um minimo local em x* daf Af nao deve ser negativo, isto ¢ Af =0.

Concentrando-se s6 nos termos de primeira ordem observa-se como antes que Af

pode ser ndo negativo para todos os d possiveis quando:

Vf(x*)szO

Isto é o gradiente da fun¢ao no ponto x* tem de ser zero. Esta condicao pode ser

escrita na forma:

=0 para 1 = l..n
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QQ Condicdes Optimas para Funcdes de varias
Variaveis sem restricoes

Os pontos que satisfazem a equagao anterior sao chamados pontos estacionarios.
Considerando o segundo termo na equacao de Taylor avaliado para um ponto

estacionario, a positividade de Af esta assegurada se:

dTH(x*)d >0

para todos os d#0. Isso sera verdadeiro se a Hessiana H(x*) for uma matriz

positiva definida que sera a condi¢ao suficiente para um minimo local de {(x) no

ponto x*.
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QQ Condicdes Optimas para Funcdes de varias
Variaveis sem restricoes

Teorema: Condi¢oes necessarias e suficientes para que haja um minimo local. Se

f(x) for um minimo local no ponto x* entao:

para i=1..n

Condicdes necessarias de segunda ordem.

Se f{x) for um minimo local no ponto x¥* dai a matriz Hessiana:

H(x*)z §Z_f
&xlﬁxj (nxn)

tera de ser semi-definida positiva ou definida positiva

no ponto x*
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QQ Condicdes Optimas para Funcdes de varias
Variaveis sem restricoes

Condig¢oes suficientes de segunda ordem: Se a matriz H(x¥*) for
definida positiva no ponto estacionario x* | dai x* ¢ um ponto minimo

local para a funcao f{x).

Nota: As condig¢des envolvem a derivada de f{x) e nao o valor
da funcgao.
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Forma da matriz (I)

Teorema: Forma da matriz através de autovalores
Seja A, 1 = 1até n, autovalores de uma matriz simétrica H 7 x #,

associada a forma quadratica pode-se determinar a partir dos

seguintes resultados da forma quadratica ou da matriz A.
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N Forma da matriz (II)

F(x) é positiva definida se e somente se, todos os autovalores
de H forem positivos, isto é:A.>0, i = 1 até n.

F(x) é positiva semi-definida se e so se os autovalores de H

forem ndo negativos, isto é: 1,20, i =1 até n.

F(x) é negativa definida se e somente se todos os autovalores
de H forem negativos isto é: A;<0.

F(x) é negativa semi-definida se e somente se todos os
autovalores de H forem ndo positivos, isto é: A,<0.

F(x) ¢ indefinida se alguns valores A,<0 e outros valores

yRY)
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QQ Condicoes para que uma matriz seja
Definida Positiva

'

Uma matriz é definida positiva se e so se puder ser reduzida a uma matriz
triangular superior, utilizando somente as operacoes elementares sobre
linhas (adicdo a qualquer linha elemento por elemento de uma outra linha

multiplicada por um escalar).

Uma matriz é definida positiva se e so se todos os seus menores principais

forem positivos.

Uma matriz é definida positiva se e so se os seu valores proprios
(autovalores) forem positivos.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN

Autovalores e autovectores

Dada uma matriz a de n x n, qualquer vector x de valores diferentes de zero

satisfaz a equacgao:

Ax = Ax

Onde A é um factor de escala, chamado autovector e os escalares A sao

chamados autovalores. Desde que x # 0 , vé-se que A da as raizes da equacio

caracteristica:

A ultima equacao da-nos o grau do polinomio de A I

24
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NN

Autovalores e autovectores

Depois da determinacao dos autovalores, os autovectores podem ser

determinados pela equacao:

Ax = Ax

Os coeficientes da matriz A tanto podem ser simétricos como também

assimétricos. Em muitas das aplicacoes A é uma matriz simétrica.

*Os autovalores e autovectores de uma matriz real sao reais. Eles podem ser
imaginarios para matrizes reais nao simeétricas

*Os autovectores correspondentes a distintos autovalores de matrizes reais

simétricas, sa0 ortogonaits
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QQ Autovalores e autovectores
Exemplo 27.1

Calcule os autovalores e os autovectores da matriz: I

2 1
1 2

Os autovalores do problema sao definidos como: I
2 1 1 P X,
1 2 ]|x, X,

A caracteristica polinomial é dada por: I

A-21|=0

26
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QQ Autovalores e autovectores
Exemplo 27.1
Entao:
2—A 1
=0 ou
{ 1 2—1}

P —41+3=0

As raizes deste polinémio sao: A, = 3, A, = 1, dai os autovalores sao 3 e 1

Os autovectores para A; = 3,dados pela primeira equagao sao:

2-3) 1 J[x] [0
1 @2-3)||x| |0 Dai:

0 =(i/42)]

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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QQ Autovalores e autovectores
Exemplo 27.1

Os autovectores para A, = 1,dados pela primeira equagao sao:

-1 1 I[x] [o
1 @-D||x| |0
Dai:

@ :(1 / \/5) 1

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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QQ Método da matriz triangular
? Exemplo 27.2

% Dada a matriz A de dimensao 3 x 3 determine a sua forma. I

6 2 -2
A=l 2 6 =2
-2 -2 10
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NN Método da matriz triangular
Exemplo 27.2

6 2 =2
Adicionando a primeira linha multiplicada
A= 0 16/3 —4/3 por -1/3 a segunda
-2 -2 10 |
6 2 -2
A=|0 16/3 —4/3 Adicionando a primeira linha multiplicada
0 —4/3 28/3 por 1/3 a terceira
6 2 -2 ] — : "
Adicionando a segunda linha multiplicada
A=0 16/3 —4/3 por 1/4 a terceira
0 0 27/3

Os pivots 6,16/3 e 27/3 sao todos positivos a matriz € definida positiva

30
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NN Método dos determinantes
Exemplo 27.2

Os menores principais de A sao: I

6
det[6]=6 |2 |:36—4:32
6 2 -2
2 6 —2[=288
~2 -2 10

Como todos os trés menores principais sao positivos, a matriz ¢ definida
positiva

31
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QQ Método da matriz triangular
? Exemplo 27.3

% Dada a matriz A de dimensao 3 x 3 determine a sua forma: I

2 10 -2
A=[10 5 8
-2 8 11

32
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QQ Método da matriz triangular
Exemplo 27.3

Adicionando a primeira linha multiplicada por (-5) a segunda linha I

2 10 -2
A=| 0 —45 18
-2 8 11|

Como o segundo pivot, -45 é negativo, A nao e definida positiva nem
semi-definida positiva, pode-se por de parte que A seja definida negativa

ou semi-definida negativa, porque o primeiro pivot 2 nao é negativo.

33
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Método da matriz triangular
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Exemplo 27.4

Dada a matriz A de dimensao 4 x 4 determine a sua forma: I

11
-3
5

—3

-3
11
-5
-3

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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19
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3
-3
0

16
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QQ Método da matriz triangular
Exemplo 27.4

Utilizando somente operacoes elementares sobre linhas: I

11 -3 5 —8
0 112/111 -40/11 -112/11
0 0 108/7 0
0 0 0 0

Como nem todos os pivots, 11, 112/11, 108/7 e 0 sdo positivos, a mattiz
nao ¢é definida positiva. No entanto estes pivots sao nao negativos; assim A
¢ semi-definida positiva.

35
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QQ Condicdes Optimas para Funcdes de varias
Variaveis sem restricoes. Exemplo 27.5

Procurar o minimo local para a seguinte funcao de duas variaveis: I

F(x)=x"+2x,x, +2x; —2x, +x, +8

Solugao: As condi¢oes necessarias do problema dao: I
of |(2x,+2x,-2)| |0
ox | 2x, +4x,+1) | |0

Esta equacao ¢ linear em relacao as variaveis X, € X,. Se este sistema tiver solucao,

esta sera unica. Resolvendo o sistema em simultaneo obtém-se os pontos
estacionarios :
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QQ Condicdes Optimas para Funcdes de varias
Variaveis sem restricoes. Exemplo 27.5

Para saber se o ponto estacionario é um minimo local é necessario
Avaliar a Hessiana no ponto x*

jra ox;  Ox,0x, _ 2 2
o f o f

Ox,0x,  Ox;

H ¢ positiva definida no ponto estacionario x', dai é um ponto minimo local

com f{x) = 4.75

37
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NN

Método de Busca por Gradiente

Inicializagdo: Seleccione a tolerancia e e uma solucao experimental inicial x”

qualquer. Va primeiramente para a regra de paragem.

Iteracao:

1. Expresse f (x’ +tVf (x’)) em funcdo de ¢ fazendo que:
of

— / Y y —
X, =X, +1 para j = 1,2,..n.

ox; )

X=X

¢ depois substitua essa expressao em f (x)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN . :
Metodo de Busca por Gradiente
2. Use um procedimento de busca para optimizagao irrestrita

de uma variavel (ou calculo) para encontra t =¢* que
maximizef(x' + tVf(x’)) ao longo de ¢t > 0.
3. Reinicialize x' = x"+¢*Vf (x'). A seguir vé para a regra
de paragem

Regra de Paragem: calcule Vf'(x")em x = x". Verifique se

g <& paratodoo j=12,..n
ox

J

Caso positivo pare no x' e aceite-o como solucdo,

caso contrdrio realize mais uma iteracado.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN , .
Metodo de Busca por Gradiente

Maximizar a funcao f{x)=2xx,+2x,2,? -2x,

As derivadas em funcao de x, e x, sao dadas por:

G _ 2x, —2x,
dx,

V) oy +2—4x,
dx,

Para iniciar o método de busca por gradiente, depois de escolher um valor

adequadamente pequeno para € (normalmente bem abaixo de 0,1) suponha

que x= 0 seja seleccionado como solugiao experimental inicial.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN

Método de Busca por Gradiente

Pelo facto das respectivas derivadas parciais serem 0 e 2 nesse ponto o

gradiente fica:
V£ (0,0)=(0,2)
Como € = 2, a regra de paragem diz para realizar mais uma iteragao.

Iteracao 1: Com valores iguais a O e 2 para as respectivas derivadas
parciais a primeira iteragcao comeca fazendo com que:

41
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Método de Busca por Gradiente

E depois substituindo essas expressoes em f(X) para obter:

f (X +2vf(x))=£(0,2¢)
=2(0)(2¢)+2(2¢)-0* -2(2¢)"
= 4¢ - 8¢°

£(0,2¢*) = max £(0,2¢) = max (4t -8¢)

>0 >0

e i(4t-8t )=4- 16f=0= F= L
dt 4
Reinicialize x' = O 0 O 2 :(09%)

42
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NN

Método de Busca por Gradiente

Para essa nova solucao experimental o gradiente é:
1
Vf(o,aj _(1,0)

Como € = 1, a regra de paragem diz para realizar mais uma iteracao.

Iteracdo 2: Com valores iguais a 1 e 0 para as respectivas derivadas
parciais a primeira iteracdo comec¢a fazendo que
x,=0+¢(1)=1,

1 1
X2:E+t(0):§

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN

Método de Busca por Gradiente

E depois substituindo essas expressoes em f(X) para obter:

f(x'+2vf(x'))= f(() + t,%+ Otj

oft A4
, 1
=t-t t

1 1 1
t* — |=max f| 0,— |=max| t-" +—
(g ) 03 | - max( -5

e i(t-t2+%j=1—2t=02>t*=

1
dt 2

Reinicialize x' = O,l +l(1,0)= l,l
2) 2 22

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN

Método de Busca por Gradiente

Uma maneira interessante de se organizar o trabalho €
como se apresenta na tabela a sequir:

Iteracdo X, X, df/dx, | df/dx, | flx,,x,) t* X, X,

,,,,,,,,,,,,,,, r .9 .9 9 2 9 023 0 05
,,,,,,,,,,,,,,, 2 (.9 9y r 0 03 053 05 05
,,,,,,,,,,,,,,, 3 (% 03 O % 073y 025 05 075
,,,,,,,,,,,,,,, 4 |9 073 05 0 0875 05 075 075
,,,,,,,,,,,,,,, > {97 07y 0 03 03375 025 075 0875
,,,,,,,,,,,,,,, 6 | 073 085 025 0 09368/5 05 0875 0875
,,,,,,,,,,,,,,, 7 | 0873 0875 0 025 0984375 025 0875 09375
,,,,,,,,,,,,,,, 8 [ 08/ 03375 0125 0 0992188 05 09375 0,9375
,,,,,,,,,,,,,,, 9 [ 0335 03375 0 0125 0996094 0,25 0,9375 0,96875
,,,,,,,,,,,,, 10 | 09375 096875 00625 0 0998047 0,5 0,96875 0,96875
,,,,,,,,,,,,, 11 | 026875 096875 0 00625 0999023 0,25 0,96875 0,984375
,,,,,,,,,,,,, 12| 026875 0384375 0,03125 0 0999512 0,5 0,984375 0,984375
,,,,,,,,,,,,, 13 | 0984375 0384375 0 0,03125 0,999756 0,25 0,984375 0,992188

14 0,984375 0,9921875| 0,015625 0 0,999878 0,5 0,992188 0,99218845
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1,2
(0.97, 0.98)
17 (0.88, 0.94) (0.98, 0.99)
(0.75, 0.88) (0.91, 0.94)
0,8 - (0.50, 0.75) (0.88, 0.88)
(0.75, 0.75)
0,6
(0.50, 0.50)
0.4 |00 0:50
0,2 -
0 #6,00: 6,00 . . . . .
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
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N

Método de Busca por Gradiente

Se f{x) nao fosse uma funcao concava o método de busca por gradiente
ainda convergiria para um maximo local. A unica alteracao na descricao
do procedimento para esse caso ¢ que #* agora corresponderia ao
primeiro maximo local de f{x'+ #Vf{x’)) a medida que 7 for
incrementado a partir de 0.

Se, ao contrario, o objectivo fosse minimizar f{x), uma alteracao no
procedimento seria mover-se na direc¢ao oposta do gradiente a cada

iteracao. Em outras palavras, a regra para obter o ponto seguinte seria:

47
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N

Método de Busca por Gradiente

Reinicialize x' = x"—1*Vf (x"). A seguir va para a regra
a unica aletaracao ¢ que t* seria o valor nao negativo

de t que minimiza f (x' —tVf (x'))isto é:

f(x'=*Vf(x'))=min f(x' —1Vf (x"))

120
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