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NN

Programacao Nao Linear com Restricoes

Aula 29: Programacao Nao-Linear - Funcoes de Varias
Variaveis com Restricoes

e Ponto Regular;

e Introducao aos Multiplicadores de Lagrange;

e Multiplicadores de Lagrange e Condicoes Necessarias;
e Sentido Geomeétrico dos multiplicadores de Lagrange;
e Teorema dos Multiplicadores de Lagrange;

e Condicoes Necessarias Kunhn-Tucker (K-T);

e Optimizacao Global.
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Programacao Nao Linear com Restricoes

Em que consiste o método geral de Optimizacaor

Variavels x=(x,X,...,x,) para minimizar a funcao custo:

T O método geral de optimizacao consiste em procurar um vector de

f(x) :f(xl,xz,...xn)

sujeita a restri¢oes do tipo igualdade

h(x)=0 i=latép
e as restricoes do tipo desigualdade
g(x)<0 i=1até m
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NN Programagao Nao Linear com Restrigoes

As restricoes de desigualdade da equacao serao inicialmente
ignoradas para discutir-se o teorema de Lagrange. O teorema sera
depois estendido para as restricoes de desigualdade com vista a

obter as condi¢oes necessarias de Kuhn - Tucker para os modelos

gerais.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Necessarias

AN Multiplicadores de Lagrange e Condicoes

Cada restricao tem um multiplicador escalar associado a ela, o qual se
chama Multiplicador de Lagrange. Estes multiplicadores tém um
papel importante na teoria de optimizacao bem como nos métodos
numéricos que serao posteriormente discutidos.

O conceito de Multiplicadores de Lagrange ¢é bastante geral. Ele ¢
utilizado em muitas aplicacoes de engenharia para alem da optimizagao.

Os Multiplicadores de Lagrange para as restricoes podem ser

interpretados como a forca necessaria para iImpor as restricoes.
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P4

‘g NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
Necessarias

Veja-se agora que condi¢oes matematicas sao satisfeitas no ponto minimo C.
Represente-se o ponto optimo por (x,%x,*). Para derivar as condi¢bes e
introduzir os Multiplicadores de Lagrange, primeiro assume-se que as

restricoes do tipo igualdade podem ser usadas para resolver uma variavel em

funcao da outra, isto é assume-se que pode se escrever:

Xy = ¢(x1) (a)

Onde ¢ é uma funcdo apropriada de x;. Em certos casos nio ¢é possivel

explicitar a funciao @(x,), mas para o efeito de calculo das derivadas assume-se a

sua existencia.
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condicoes
Necessarias

Usando as regras de diferenciacao em cadeia pode-se escrever I

df(xl,xz) _ é’f(xl,xz) N é’f(xl,xz) dx,
dx, X, ox,  dx,

) (b)

Substituindo a equagao (a), a equacao precedente pode ser escrita para o

ponto 6ptimo como:

of(x.x) of(x.x)dg
X, dx,  dx -

0 (¢)
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condicoes
Necessarias

Para nao complicar-se, diferencia-se a equagao das restricoes h(x,,x,)=0,

no ponto (x,*x,*) como:

dh(x}.%;) _Oh(x.x}) Oh(x.x) dg _

dx, ox, ox,  dx

resolvendo d@ /dx, obtém-se: I

dg  Oh(x,x)/ox

dx, Oh (xf, X, ) / Ox, ©)

0 (d)
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(NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
Necessarias
Substituindo agora d@ /dx, da equacio (e) na (d) obtém-se: I
af(x;‘,x;‘)_af(x;‘,x;‘) Oh(x,x;)/ 0x, » 0
ox, ox, o”h(xf ,x;)/ ox,
Se definitr-se v como: I
of(x.x,)!éx, .
V== % * g
é’h(xl ,962)/0"x2
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f. (NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
Necessarias

e substituir-se na equacao (f) fica-se com: I

ﬁf(xf,x;)_i_vﬁh(xf,x;)
OX, X,

Também voltando arranjar a equagao (g) que define v obtém-se: I

ﬁf(xl*,x;) +V§h(xf,x;)
ox, ox,

=0 (h)

=0 (i)
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
& Necessarias

As equacgoes (h) e (i) ao longo das quais h(x,,x,)=0 sdo as
condicoes necessdrias para a optimizacao.

Um ponto que viole estas condicoes ndo pode ser um ponto
minimo para o problema.

O escalar v definido na equacdo (g) é chamado multiplicador
de Lagrange.

3‘ Se o ponto minimo for conhecido pode-se utilizar a equacdo v
para conhecer o seu valor.

2

2

11
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
3?" Necessarias

E costume usar-se o que ¢ conhecido como funcao de Lagrange, para se

escrever as condi¢oes necessarias. A funcao de Lagrange ¢ designada

por L. e definida usando as funcoes de restricoes e de custo, como:

L(xl,xz,v)=f(x1,x2)+vh(xl,x2) (h)

¢ visto que as condi¢oes necessarias das equacoes (h) e (1) dadas em
termos de L sao:

é’L(xf,x;):O . é’L(xf,x;):O
ox, ox,

12
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Multiplicadores de Lagrange e Condicoes
Necessarias

o
Em notagao matricial pode-se ver que o gradiente de LL é zero no ponto

candidato a minimo, 1sto ¢ escrevendo esta condicao usando a equagao (g), ou

escrevendo esta condicao usando as equagoes (h) e (I) na forma matricial,

obtém-se:

Vf(x* )+ vVh(x*): 0 (m)

Onde o gradiente das fungoes custo e restricao sao dados por: I

F(x.x;) | n(x; ;)
) ax, Ox
\V4 _ _ 1
f(x ) @f(x:,x;) e Vh O’h(x:‘,x;)
A, o, 13
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
3?" Necessarias

A equacao (m) pode ser rescrita da seguinte forma: I
Vf(x ) = —vVh(x ) (n)

A ultima expressao da o sentido geométrico das condi¢coes necessarias.
Ela mostra que no ponto minimo candidato, o gradiente da funcao
custo e das fungoes restricoes, estao ao longo da mesma linha e sao

proporcionais um ao outro e o multiplicador de Lagrange vé a

constante de proporcionalidade.

14
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condicoes
3?" Necessarias

Considere-se o problema de minimizar f{) sujeita as restricoes do tipo
igualdade 4,(x)=0, onde /=7 até p. Faca-se x* um ponto regular que é

um minimo local para o problema, dai existem multiplicadores de

Lagrange tais como:

+ > v =0 i= latén
Ox, JZ::‘ T ox,
hj(x*)zO j=latép

15
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 (NIN  Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
}?.' Necessarias

Escrevendo esta condicao em termos de funcao de Lagrange obtém-se: I

Dai pode-se escrever: I
. s 6L(x*,v*)
VL(x ,v)zO ou =0 i =1latén
OX,

16
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
v

Necessarias
9

Diferenciando L(x,v) em relacio a »; pode-se converter as restri¢oes de

igualdade em:

Eh.(x*)zo j=latep

Estas ultimas condi¢oes mostram que a fun¢ao de Lagrange ¢é estacionaria em

relacioa xeaw

17
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



Faculdade de Engenharia — Optimizagao

N

Teorema dos Multiplicadores de
Lagrange

Qualquer ponto que nao satisfaca as condicoes do teorema nao pode ser um ponto
minimo local, contudo um ponto que satisfaca as condicoes nio tem que ser um
minimo. E um simples candidato a ponto minimo que pode ser um ponto de
inflexao ou um maximo.

As n variaveis x e os p multiplicadores v sao desconhecidos e as condicoes
necessarias das equagoes apresentadas providenciam equagoes suficientes para
determina-los.

Os multiplicadores de Lagrange v, nao tém sinal, 1sto é, podem ser positivos,
negativos ou zero. Isto contrasta com os multiplicadores de Lagrange para
problemas com restricoes do tipo desigualdade nos quais é requerido que sejam nao

negativos.
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 (NIN  Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
}?.' Necessarias

Os gradientes das condi¢oes da equacao de Lagrange podem ser

arranjados na seguinte forma:

:—Zv. ' i=1aten
Ox 7 Ox.

Desta forma mostra-se que o gradiente da funcao custo é uma

combinacgao linear das restricoes no ponto candidato a minimo.

19
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 (NIN  Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
}?.' Necessarias

Os problemas de optimizacao também oferecem restricoes do tipo

desigualdade na forma:

gl.(x)SO i =1ate m

Pode-se transformar as restricoes do tipo desigualdade, em do tipo

igualdade por meio de adi¢dao a ela de novas variaveis, estas variavels

sao chamadas variaveis de folga

20
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes

Necessarias

Como as restricoes encontram-se na forma <o seu valor ¢ negativo
ou zero, entao as variaveis de folga devem ser nao negativas, 1sto ¢
positivas ou zero, para transformar a desigualdade em igualdade. Uma
restricao de desigualdade do tipo g;(x) < 0¢ equivalente a uma
restricao de igualdade do tipo g,(x) + s; = 0, onde 5,20 ¢é a variavel de
folga.

Introduzindo uma nova variavel s; tem-se de introduzir uma restricao

do tipo §20 para cada restricao do tipo desigualdade. Isto aumenta a

dimensao do problema de optimizagao.

21
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



Faculdade de Engenharia — Optimizagao

 (NIN  Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
}?.' Necessarias

As restricoes do tipo s 20 podem ser evitadas se usar-se s7 como

variavels de folga em vez de s,. As restricoes de desigualdade do tipo

£:(x) = 0 entio, sao convertidas para igualdades do tipo:

Onde s,tem um valor real I

22
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
3?" Necessarias

As m equacdes necessarias para determinar as variaveis de folga obtém-

se da derivacao da equacao de Lagrange em funciao das variaveis de

folga da seguinte maneira:

(OL/Js = 0)

Note-se que uma vez o ponto do 6ptimo seja especificado ele pode ser

usado para calcular a variavel de folga, pela equacao:

gi +Si2 :O

23
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NN Multiplicadores de Lagrange e Condigoes
3?" Necessarias

Se a restricdo for satisfeita neste ponto, isto é se g(x) < 0, entdo s720.
Se for violada entio s7 é negativo o que nio ¢ aceitavel, isto é o ponto
candidato nao é um minimo.

Esta é uma condicao necessaria adicional para os multiplicadores de

Lagrange do tipo “ < “ dada como:

u.>0 j=late m

Onde u*co multiplicador de Lagrange para a j-ésima restri¢cao de

desigualdade
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S AN Condigcdes Necessarias Kunhn-Tucker (K - T)

4

Seja x* um ponto regular de um conjunto de restricoes e ¢ um minimo

local para f{x) sujeito as restrigoes:

h(x)=0; i=1atép
gl.(x)SO; i =1ate m
Define-se a funcao de Lagrange para o problema como: I
L(x,v,u,s) = f(x) + Zp:vihi(x) + , ul.(gl.(x) + Sl-z)
i=1

= (x) + vTh(x) + uTl(g(x) + Sz)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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S AN Condigcdes Necessarias Kunhn-Tucker (K - T)

4

Daf existem multiplicadores de Lagrange v* (um vector p) e u* (um

vector m) tal que o Lagrangeano seja estacionario em relagao a x, v,

p Vo Ui

1

e s, 1sto €:

us =0 i=1ate m

u >0 i=1ate m

26
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



% Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Condicoes Necessarias Kunhn-Tucker (K - T)

Sao de salientar os seguintes pontos importantes relativos as

condi¢coes necessarias de primeira ordem de Kuhn — Tucker:

| As condigoes K-T ndo sdo aplicaveis nos pontos ndo
regulares.

Qualquer ponto que ndo satisfaca as condi¢coes K-T nao pode
ser um minimo local, a ndo ser que seja um ponto irregular.
Os pontos que satisfazem as condicoes sdo chamados pontos
Kuhn-Tucker.

27
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NN

Condicoes Necessarias Kunhn-Tucker (K - T)

Os pontos que satisfazem as condicoes K-T podem ser restritos
ou nao restritos. Eles sao nao restritos quando nao ha
igualdades e todas as desigualdades sao inactivas. Se o ponto
candidato for nao restrito ele pode ser um minimo ou maximo

local ou um ponto de inflexao dependendo da forma da matriz

Hessiana.

Se houver restricoes de 1gualdade e as desigualdades nao forem
activas (1.e. u=0), dai os pontos que satisfazem as condicoes K-
T sao so estacionarios. Eles podem ser minimo, maximo ou
ponto de inflexao.
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NN
-

Condicoes Necessarias Kunhn-Tucker (K - T)

Se certas restricoes de desigualdade estiverem activas e o seus
multiplicadores forem positivos, dai os pontos que satisfazem as
condicoes K-T nao podem ser um maximo local da funcao
custo (ele pode ser um maximo local se as desigualdades activas
tiverem zero multiplicadores). Ele também nido pode ser um

minimo local; dependera das condicoes necessarias e suficientes

de segunda ordem, ja anteriormente discutidas.

29
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NN

Condicoes Necessarias Kunhn-Tucker (K - T)

-3

E importante notar que o valor dos multiplicadores de Lagrange
para cada restricao depende da forma funcional da restricao. Por
exemplo os multiplicadores de Lagrange para a restricao x/y -
10 < 0 (y>0) ¢ diferente da mesma restricao escrita na forma x -
10y <0, ou 0,1 x/y - 1 £0. O 6ptimo do problema nio muda

trocando a forma da restricdo, mas os multiplicadores de

Lagrange alteram-se.

30
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IQE%:ondig;('ies KT. Exemplo.

Reducgao a forma padrao:

inimizar 7= -2X,°X,- X’
sujeito a
x; +2x,< 4

Maximizar 7= 2x;°X,+x,’
sujeito a
x; +2x,< 4

X;, X, 20 X, X, 20

Introduz-se a func¢do de Lagrange,
deriva-se esta fungcdo em relagdo a
X; e x, e depois introduzem-se as
condicoes KT.

L(x,x,,u) -2x,.x, — X, +u(xl +2x, —4+52)
oL
o,
oL

—=-2x,—2x,+2u=0
ox,

=-2x,+u=0

X, +2x,—4+5>=0
us=0
u=0

31
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o S

O sistema pode ser
resolvido fazendo u =0

Obtém-se um sistema de quatro [T, EXem pIO.

equacoes com quatro incognitas

-2x, +u =0
-2x;-2x,12u =0
x; +2x, -4 +s? =0 fxpx,) =0
us =10
u 20

Fazendo agora s =10

O ponto mdximo tem as

coordenadas x,=1,33 e x,=1,33 e x, =1,33
~ x; =1,33 flxpx,) =-5,33
corresponde ao valor da fun¢do u =2,66

f(x,,x5)=5,33

32
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NN

Optimizacao Global

Uma fungdo é convexa so e so se a sua Hessiana for ao menos positiva
semi - definida ou positiva definida em todos os pontos de dominio da
funcdo, e ela é chamada estritamente convexa se a Hessiana for positiva
definida em todos os pontos.

Uma restrig¢dao do tipo igualdade ou desigualdade sempre define a regido
de possivel convexidade do problema.

Uma restricdo ndo linear do tipo igualdade sempre define a regido de ndo
convexidade do problema.

Se todas as funcoes restricoes do tipo igualdade forem lineares e todas as
restricoes do tipo desigualdade escritas na forma standart (minimizagcdo
da fung¢do com restrigoes de desigualdade do tipo menor ou igual) forem
convexas, a regido provavel é convexa, por outro lado pode ou ndo ser
convexa.
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NN

Optimizacao Global

Se a funcgdo custo for convexa sobre uma regido convexa
possivel, o problema ¢ chamado problema de programacdo

convexda.

Para um problema de programacdo convexa, as condicoes
necessarias Khun-Tucker de primeira ordem sdo também
suficientes, e qualquer minimo local é também minimo global.

Os problemas ndo convexos podem também ter pontos de
minimo global.

34
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Y
AN Condicoes De Segunda Ordem Para

Optimizacao Com Restricoes

A solucao das condicoes necessarias dao um candidato a
minimo.

As condicoes suficientes determinam quando um ponto
candidato é um minimo local ou nao.

Primeiro vai-se abordar as condicoes suficientes para

problemas de programacao convexa e sO depois para

problemas de programacao no geral.

35
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IQQCondigfies suficientes para problemas convexos

Quats sao as condicoes suficientes para problemas convexos?

®

Para problemas de programacio convexos as condicOes necessarias
de primeira ordem K-T também se mostram suficientes. Dai se
poder-se mostrar a convexidade do problema, qualquer solugao das

condicoes necessarias satisfaz automaticamente as condicoes

suficientes.

36
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NN Condicoes suficientes para
problemas convexos

Teorema (I)
Se (fx) for uma funcao custo convexa definida no dominio convexo (conjunto de
restricoes) dai as condi¢oes Kuhn-Tucker de primeira ordem sao necessarias
como também suficientes para definirem um minimo global.
Para se usar o teorema deve-se mostrar que o conjunto de restricoes S é convexo
e dado por:

S=&/h(x) =0 i=1atép; g(x)=0: i =1até m}
Todas as restricoes de igualdade A, x) devem ser lineares ¢ a Hessiana das
restricoes de desigualdade g,(x) deve ser positiva semi-definida ou positiva

definida para a convexidade do conjunto S.

37
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NN Condicoes suficientes para
problemas convexos

Teorema (II)

Se um problema com restricoes tiver uma funcao nao linear do tipo
restricao de igualdade ele nao pode ser convexo.

Se todas as func¢oes do problema forem lineares quanto as sua variaveis,
dai o problemas é convexo.

Depois de se mostrar a convexidade de S, é necessario mostra-se que £f{x)
também ¢ convexa em S para o problema ser convexo.

Para estes problemas qualquer ponto que satisfaca as condigoes

necessarias de K-T dara um minimo global.

38
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AN Condicoes de segunda ordem para
Problemas em Geral

Nos casos nao sujeitos a restri¢coes usa-se a informa¢ao de segunda ordem que

se obtém das fungdes (isto é a curvatura) no ponto candidato x* para

determinar se ele é um candidato a minimo local.

Nos problemas sem restricoes nos quais a suficiéncia local do teorema requer

que a parte quadratica da expansiao em séries de Taylor para a fun¢do em x*, seja
positiva para todas as variacoes d, diferentes de zero. Nos casos restritos deve-se
também considerar as restricoes activas em x* para determinar as variacoes

sensiveis de d.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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AN Condicoes de segunda ordem para
Problemas em Geral

Considere-se s6 os pontos x=x*+d na vizinhanca de x* que satisfacam as
equacoes de restricoes activas.

Qualquer d#Z0 satisfazendo as restricoes activas de primeira ordem deve estar no
plano tangente restrito. Como os d's sdo ortogonais ao gradiente das restri¢coes
activas (os gradientes das restricoes sao normais ao plano tangente as restricoes).
Dai o produto escalar de d por cada gradiente de restricoes A; e g; deve ser zero,

1sto é:

Vih!d=0 e Vg'd=0,

Dai, a direccao d é determinante para definir a regidao possivel em torno do
ponto x*
Note-se que sé as restricoes de desigualdade activas (g,=0) sao usadas para

determinar d.

40
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AN Condicoes de segunda ordem para
Problemas em Geral

Teorema (I):
Seja x* que satisfaz as condi¢oes necessarias K-T de primeira ordem para

problemas gerais de optimizacao. Define-se a Hessiana da funcao de Lagrange L

no ponto x* como:

P m
VIL=V?f+> v/ Vi} +> u Vg
i=l1 i=l1

41
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NN Condicoes de segunda ordem para
Problemas em Geral

Teorema (II):

Seja diferente de zero a direccao provavel (d7#0) satisfazendo os seguintes sistemas
lineares no ponto x*.

Vild=0 i=latép
Vg'd=0 i=latém

para todas as desigualdades activas (isto é aqueles 1 com g,(x*) = 0).
Dai se x* for um minimo local para um problema de optimizacao sera certo que:

0>0 Onde: 0=d"V’L(x")d

Note-se que qualquer ponto que ndo satisfaca as condigoes necessarias de segunda ordem nao
pode ser um ponto minimo local.

a4/
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NN Condicoes suficientemente fortes
para Problemas Restritos no Geral

Teorema (I):
Seja x” satisfazendo as condicoes necessarias K-T de primeira ordem para
problemas gerais de optimizacao. Define-se a Hessiana da funcao de

Lagrange L no ponto x* como:

P m
VIL=V’f+> v, Vh' +> u, Vg
i=l i=l

Defina-se a direccao possivel (dZ0) como solucao dos sistemas lineates.

Vi!d=0 i=1latep

Vg!'d=0 i=1atém, para desigualdades activas com u, >0
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NN Condicoes suficientemente fortes para
Problemas Restritos no Geral

Teorema (II):

Seja também:

Ag'd <0 para as restrigoes com u, = 0.

Se O >0 onde: Q:dTsz(x*)a’

Dai x* ¢é um ponto minimo local isolado (1solado significa que nao ha

outro ponto minimo local na vizinhanca de x¥).

Este resultado pode ser sumariado no teorema seguinte:
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w Faculdade de Engenharia — Optimizagao

NN Condicoes suficientemente fortes

Teorema (I)

Seja x* satisfazendo as condicoes necessarias K-T de primeira ordem para um

problema de optimizacao no geral, se:

ViL(x)

for positivo definido, x* é um ponto minimo isolado.

Deve ser enfatizado que se a equacao da Hessiana de Lagrange, nao for satisfeita
nao se pode concluir nao ser x* um minimo local. Pode ser um minimo local mas
nao isolado. Note-se também que o teorema nao pode ser usado para qualquer x*
se o assumido niao for satisfeito. Nesses casos, nao se pode tirar qualquer

conclusao acerca do ponto x*
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NN

Condicoes suficientemente fortes

Teorema (II)

Um caso que acontece em algumas aplicacoes e precisa de uma mencao
especial, ocorre quando o numero total de restricoes activas (com a
ultima uma desigualdade) no ponto candidato a minimo x* for igual ao
numero de variavels independentes do problema. Desde que x* satisfaca
as condicoes K-T o gradiente de todas as restricoes activas sao
linearmente independente. Dai a unica solugao é d=0 e o teorema para
Condigdes suficientes para problemas restritos no geral nio pode
ser usado. Contudo desde que d=0 for a unica solu¢ao, nao ha direccao
provavel na vizinhanca que possa reduzir a funcao custo no futuro. Dai o

ponto x* é candidato a minimo local da funcao custo.
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NN Programacao Nao Linear com Restricoes
(Resolucao com o Solver)
Maximizar f(x)=2X;? -6X;X,+9X,%-18X,+9x,

R . _ <
Sujeito a:x;-2x,<10 J - :
4x,-3%x,<20 =SUMPRODUCT(C7:D7,variaveis)
=SUMPRODUCT(C8:D8,variaveis)
X 17 X2 2 0 [ &ssume Linear Model [ ] Use automatic Scaling
Assume Mon-Megative [ ] show Tteration Resulks
3 Estirakes Derivatives Search
6 ) '@} Tangent '@} Forward @' Mewkon
7 1 -2| 2.833333| = 10 ) Cuadratic ) Central () Conjugate
8 4 -3 200 = 20
9 x1 %2 ]
10 6.3| 1.733333| |[RLLCAEIENEEE E3
11 Fx Set Target Cell: Solve
L E::‘"-jﬁ'g . Equal To: (Max (Mo (O valueof: |0
13 By Changing Cells:
14 —
variaveis Guess
- | SN
16 Subject ko the Constrainks: Options
17 wvalorrestrican <= termoindepend &dd
L =2*(C1072)-6*C10*D10+9*(D1072)-18*C10+9*D10 l
22
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