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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

Até agora consideraram-se problemas de conducao de calor
relativamente simples envolvendo geometrias simples com
condicoes de contorno simples, pois s estes problemas
podem ser resolvidos analiticamente. Muitos dos problemas
encontrados na pratica, envolvem geometrias complexas com
condicoes de contorno também complexas ou propriedades
variaveis e nao podem ser resolvidos analiticamente. Em tais
casos, solucoes aproximadas, suficientemente precisas podem

ser obtidas por computadores usando um método numérico.
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‘ 5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

B

Os métodos numéricos para resolver equacgoes diferenciats,
baseiam-se na substituicao das equacoes diferenciais por
equacoes algébricas. No caso do método popular de diferencas
finitas, isso € feito através da substituicao das dertvadas pelas
diferencas.

As derivadas sao os blocos de construcao das equagoes
diferenciais, assim primeiro vai-se fazer uma breve revisao das

derivadas.
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5. 1 Formulacao de

Equacoes Diferenciais

pelo Método de Diferencas Finitas

Considere-se uma
funcao fque depende de
X, COMO se apresenta na
fioura. A primeira
derivada de f{x) num
ponto, ¢ equivalente a
inclinacao de uma linha
tangente a curva nesse
ponto e é definida

comao:

af (x)

f(x + Ax)

f (x+Ax)—f(x)

fx)4

J(x)

Linha Tangente

= lim
AX—0

= I|m
A0 AX

dx

(5.1)

=Y

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

que ¢ a razao enrtre o incremento Af da funcao e o
incremento Ax da variavel independente, quando Ax—0. Se
nao se tomar em conta o limite indicado, tem-se a seguinte
relacao aproximada para a derivada:

df (x) _ f(x+Ax)-f(x)
dx AX

(5.2)

Esta equacao aproximada da dertvada, na forma de diferencas,
¢ a expressao de diferencas finitas da derivada de primeira

ordem.
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

Considere-se a transferéncia de calor

unidimensional em regime estacionario,
numa parede plana de espessura L, com
geracao de calor. A parede ¢ subdividida

em M sec¢oes de igual espessura Ax =
L/M na direc¢io x, separadas por
planos que passam por M + 1 pontos
0,1,2,... . m-I,mm+1,... M
chamados nés ou pontos nodais, como
se mostra na figura. A coordenada x de
qualquer ponto m ¢ simplesmente

X, =MAX, e a temperatura nesse ponto

¢ T(x,)=T, .

Parede Plana

m+ 1

m

m—1
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

A equacao de conducao de calor envolve dertvadas de segunda
ordem de temperatura em relagao as variavels espaclais, na forma
d*T/dx? e a formulacio de diferencas finitas baseia-se na
substituicao das derivados de segunda ordem pelas diferencas
adequadas. Para iniciar o processo precisa-se de ter as derivadas de
primeira ordem. Usando a Equacao 5.2, a primeira derivada da
temperatura dT /dx nos pontos médios m-"2 e m+%2 das seccoes
em torno do n6 m pode ser expressa como:

ur ur ~ ‘Ml _Tm
x|, 1 AX oX|,.1  AX (5:3)
2 2

dT| . To-To o T T
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

E de notar que a segunda derivada é simplesmente a derivada da
primeira derivada. A segunda derivada da temperatura no né m
pode ser expressa como:

Toa—Tn To-Toa

_dr
1 dX 1 m+1 m
m ™5 _  AX AV G- T — 2Tm T (5.4)

AX AX AX®

ar
dx

dT
X

m

que ¢ a representacao em diferencas finitas da derivada segunda
num no6 interno geral m. Note-se que a segunda derivada da
temperatura num no6 m ¢ expressa em termos das temperaturas no

no m e dos seus dois nos vizinhos.
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‘ 5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

‘ Entao a equacao diferencial: I

d<T
WJF%:O (5.5)

que ¢ a equacao governante para transferencia de calor
unidimensional em regime estacionario de em uma parede plana
com geracao de calor e condutividade térmica constante, e pode ser

expressa sob a forma de diferencas finitas como:

T

m-+1

_2Tm +Tm—1 4 gm -0

AXZ k m:l,2,3,...,M'1 (56)

‘ Onde g, ¢ a taxa de geracao por unidade de volume no n6 m. I
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

A formulacao de diferencas ja vista, pode ser facilmente estendida a
problemas de transferéncia de calor bi ou tridimensionais,
substituindo cada segunda derivada de uma equacao de diferencas
finitas nesse sentido. Por exemplo, a formulacao de diferencas
finitas para conducao de calor bidimensional em regime estacionario
numa regiao com geracao de calor e ondutividade térmica constante
pode ser expressa em coordenadas rectangulares como:

Tm+1,n _2Tm,n +Tm—1,n T

n m,n+1 _2Tm,n +Tm,n—1 n gm,n

AX? Ay? k
Para m=1,23,...M-1 e n=1,23,...N-1 num qualquer no6 interior
(m,n)

iy (5.7)
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Método de Diferencas Finitas

Malha de diferencas

finitas para a

conducao n+l—o
n —

bidimensional em |
n— —

coordenadas y
retangulares. ‘ : o

X m—-—1 m m+1
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Passa-se agora ao desenvolvimento da formulacao de
diferencas finitas de conducao de calor numa parede plana,
através do balanco de energia e a solucao das equacoes dai
resultantes. O método de balanco de energia, baseia-se na
subdivisao do meio num numero suficiente de volumes
elementares e na aplicacao do balanco de energia a cada um

dos elementos.
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5.2 Conducao Unidimensional em
Regime Permanente

Pontos nodais e volumes
elementares para a
formulacao de diferencas
finitas da conducao
unidimensional numa

parede plana.
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5.2 Conducao Unidimensional em
Regoime Permanente

Para obter-se uma equacao de diferencas finitas no geral, para os nos

interiores, considere-se o elemento representado pelo n6é m e os
dois no6s vizinhos m - 1 e m + 1. Assumindo-se que a conducao de
calor ¢ para dentro do elemento em todas as superficies, o balanco
de energia para o elemento pode ser expresso como:

o Se_]:G AEelement
Al

cond esq cond dir element (5.8)
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Se o contetdo energético de um meio (ou parte dele) nao alterar-se
=0. A taxa de

geracao de calor dentro do elemento pode ser expressa como:

em condicoes de equilibrio e portanto, AE ;.. cnto

G

elemento

— gmvelemento — gmAAX (5'9)

E de lembrar que quando a temperatura varia linearmente, a taxa
constante de conducao de calor através de uma parede plana de
espessura L pode ser expressa como:

Qcond = kA% (5' 10)
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em
Regime Permanente

Volume
- / elementar
N -1 k
Na formulacao das T T .,
m
. . Linear—:/' T |
diferencas finitas, | | | Linear
fe— Ax—>=— Ax—>
assume-se que a | | |
@ @ @
m—1 m m+ 1

temperatura varia

linearmente entre r _r7VNEy .

0Ss nos.
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Se a dire¢ao da transferéncia de calor em ambas as supertficies do
elemento, for assumida como sendo na direcao do n6 m, a taxa de
conducao de calor no lado esquerdo e direito das superficies pode

S€r eXpressa como CoOmao:

T .—T T..—T

1 1 5.11
Qcond,esq :kA mlAX - € Qcond,dir :kA mlAX s ( )
‘ Substituindo as Equacgoes 5.11 e 5.9 na 5.8 obtem-se: I
kATm‘lA; Ty +kATm+1A; Ty +0,AMX =0 (5.12)
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime

Permanente
‘ Que pode ser simplificada para: I
Toa =2l +T0 . 0
e M = =), m=123..,M-1 (5.13
o . 1 (5.13)

que ¢ idéntica a equacao de diferencas finitas obtida anteriormente.
Esta equacao ¢ aplicavel a cada um dos M-1 nés internos, e sua
aplicacao da M-1 equacoes para a determinacao das temperaturas
nos M+1 nos. As duas equacoes adicionals necessarios para
determinar as M+1 temperaturas nodais desconhecidas, sao obtidas
através da aplicacao do balanco de energia aos dois elementos nas
fronteiras (a nao ser claro, que as temperaturas limites sejam
especificadas).
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Depois de desenvolvida a equacao de diferencas finitas
para cada no interior de uma parede plana que nao é
aplicavel aos nos fronteiricos, pois ela exige a presenca de
nos em ambos os lados do né em questao, precisa-se de
obter as equacoes de diferencas finitas separadamente
para os n6s na fronteira. A melhor maneira de obté-las é

através da aplicacao do balanco de energia aos volumes de

controle dos nos de fronteira.
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

A condic¢ao de contorno de temperatura especificada ¢ a condicao mais
simples de lidar com ela. Para uma transferéncia de calor tridimensional
através de uma parede plana de espessura L, as condi¢oes de temperatura

espectficada nos limites esquerdo e direito da superficie podem ser
expressas como:

T(0) =T, =Valor especificado

T('—) =T,, =Valor especificado (5.14)

onde T, e T} sdo as temperaturas prescritas na superficie em x=0 e x=L,
respectivamente. Portanto, as condi¢oes de contorno de temperaturas

especificadas, sdo incorporadas atribuindo simplesmente as temperaturas
da supertficie dadas aos nés de fronteira.
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Formulacao das
condicoes de
temperatura prescrita
em diferencas finitas

em ambas as faces de

uma parede plana.

T, =35°C
T, = 82°C
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Quando outras condi¢oes de fronteira, como o fluxo de calor prescrito,
conveccao, radiacao ou conveccao combinada com radiacao sao
especificados na fronteira, a equacao de diferencas finitas para o né

fronteirico é obtida por meio do balanco de energia no volume de

controle nessa fronteira. O balanco de energia é expresso como:

Q+G

blemento —
Todos os lados

‘ Para transferéncia de calor em regime estacionario I
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

A formulacao das diferencas finitas no né m=0 (no limite esquerdo
onde x=0) de uma parede plana de espessura L durante a condugao
de calor unidimensional em regime estacionario pode ser expressa
como:

quperficie esquerda + kATlA_XTO +J (A&j =0 (5.16)

2

onde AAx/2 é o volume do volume elementar (note-se que o
elemento de fronteira tem metade da espessura), g, ¢ a taxa de
geracao de calor por unidade de volume (em W/m’) em x = 0, e A
¢ a area de transferéncia de calor, que é constante para uma parede
plana.
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Esquema para a
formulacao de
diferencas finitas
de um no6 de
fronteira esquerdo

de uma parede

- _
+ kA +8,A—=-=0

lana.
p ana sup. esquerda Ax

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

A equacao de diferencas finitas para diferentes condi¢oes de
contorno pode ser obtida da Equacao 5.16, bastando para tal

substituit Qo erficic esquerda P12 €Xpressao adequada. Em seguida isso ¢
feito para varias condicoes de contorno na fronteira esquerda.

ﬁ&‘ Condicao de Fluxo de Calor Prescrito I

Tl_TO % _
0, A+KA e +g0(A2j—O

(5.17)
| Caso especial Fronteira isolada (q,=0) I
T,-T, AX
kKAL—L2+9g,| A— |=0 5.18
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime

Permanente
%‘ Conveccao como condicao de contorno I
AT, -T,) kAl T g, ( A%) ~0 (5.19)

‘ Radiacao como condigao de contorno I

eoA(Ts, —T04)+kAT1A_XT° +go(A%j:o (5.20)
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

| ‘ Conveccao e Radiacao como condicoes de contorno I

T-T AX
hA(T, = Ty)+&0A(TS T, ) +KA LG (A7j =0 (5.21)

ou

T,-T AX
hcombinado'A‘(-I-oo _TO ) +KA 1AX >+ Y0 (A7j =0 (5.22)

Conveccao, Radiacao e Fluxo prescrito como condicoes de
contorno

QA+hA(T, —T,)+ecA(T! =T +kAT1_T0+g Ag =0 (5.23)
0 0 0 AX 0 2

B
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

} Tratamento dos N6s na Fronteira Isolada como NOs
Interiores: O Conceito da Imagem em Espelho

Uma forma de se obter a formulacao por diferencas

finitas de um no situado numa fronteira isolada é tratar
o 1solamento como um fluxo de calor “nulo” e escrever
um balanco de energia, como feito na Equagao 5.18.

Uma outra forma, mais pratica, ¢ considerar o n6é sobre

uma fronteira isolada como sendo um no interiot.
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

= Tratamento dos N6s na Fronteira Isolada como Noés
Interiores: O Conceito da Imagem em Espelho

Uma outra forma,

mais pratica, ¢
considerar o no solamento | N6
de Fronteira
sobre uma - isolado
fronteira isolada L e o >
, 01 2 x
como sendo um no

nteriot.
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

% Tratamento dos N6s na Fronteira Isolada como NOs
Interiores: O Conceito da Imagem em Espelho

Conceitualmente, isto é feito substituindo-se o

isolamento na fronteira por um espelho e considerando

o reflexo do melo como uma sua extensao.

Espelho

Y

Imagem

‘N6 interior
Espelhada

Equivalente

*—&
2 1 |01 2

=4
=Y
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Tratamento dos N6s na Fronteira Isolada como No&s
Interiores: O Conceito da Imagem em Espelho

Entao, utilizando a Equacao geral 5.13 para um no6
interior, que envolve a soma das temperaturas dos nos
adjacentes menos o dobro da temperatura do né em
questao, a formulacao por diferencas finitas de um né

m=0 situado numa fronteira isolada de uma parede

plana pode ser expressa como:

T

m-+1

_2Tm +Tm—1 4 gm _O_)Tl_ZTO +T1 4 gm -0 (5.24)
AX k AX® k
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime

Permanente o
-
Esquema para a . &
formulacao de 2
diferencas finitas eoA(TS, T3 |0
COm CONvece¢ao € 4, TlA‘xTo
radiacao combinadas | ra.-T) )
como condicio de R
A7 = Ax—F—Ax
contorno no lado
esquerdo de uma hA(T.. = T) + e0A(Ty, —Tg)
parede plana. + kA h ; YTO +g0A% =0
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

Muitos problemas de transferéncia de calor encontrados na
pratica, podem ser aproximados a problemas
unidimensionalts, mas isso nem sempre € possivel. As vezes, é
necessario considerar-se a transferencia de calor em outras
direc¢oes, quando a variacao da temperatura nessas outras
direccoes ¢ significativa. Considera-se agora a formulacao
numérica e solucao de problemas de conducao de calor
bidimensional estacionaria em coordenadas rectangulares
usando o método de diferencas finitas. A abordagem

apresentada pode ser estendida para casos tridimensionais.
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime

Permanente
VA
Malha para a N
formulacao de
diferencas finitas  ||” +rll | Ay No (m, n)
de conducao de no1 |
calor
bidimensional em 2
coordenadas (l) fl—xﬁf‘—x-
012 tm

retangulares. PR

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime

Permanente

Considere-se um volume elementar do tamanho Ax-Ay*1 centrado
num no geral interior (m,n) numa regiao em que o calor é gerado a

uma taxa g e a condutividade térmica k é constante. Assume-se que
a direccao de conducao de calor em todas as supertficies é para o no6

em consideracao, o balanco de energia no volume elementar pode

Ou seja: _ AF e 0 (5.25)

Qcond,esq + cond ,topo + cond ,dir + cond ,baixo +Gelement T At

S€r CXPresso Comao:
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

Volume elementar
de um no interior
no geral (m,n),
para a condugao
bidimensional em

coordenadas

retangulares.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

Assumindo-se que as temperaturas entre os nos
adjacentes varia de forma linear e observando que a area
de transferéncia de calor ¢ Ax=Ay x 1= Ay na direccio x

e Ay=Ax x 1=Ax na direccao y, a equacao de balanco de

energia torna-se:

Toin—T Tone =T Toean =T
kAy m-1,n m,n + kAX m,n+1 m,n + kAy m+1,n m,n
AX Ay AX (5.26)
T T '

KAX-1L M0 4 AXAY =0
+ Ay + O nAXAY
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‘ 5.3 Conducao Bidimensional em Regime

Permanente
‘ Dividindo cada termo por Ay x Ay obtém-se: I
Tm—l,n _2T +Tm+ln _I_Tm,n—l _2Tm,n m,n+1 gm no_ -0 (5.27)
% Ay? k
Param=123,...M-1 ¢ n=123,...N-1

Na analise de diferencas finitas é normal usar-se uma
malha quadrada para simplificar, (excepto quando as
magnitudes de temperatura da direccao dos eixos X e y sao

muito diferentes) dai Ay e Ay sao tomados iguais.
Dai Ay =

Ax =1 entao a Equacao 5.27 simplifica-se em:
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

ToantT

m+1,n

|2
+Tm,n+1 +Tm,n—1 _4Tm,n + gmkn =0 (5.28)

Esta ¢ a formulacao de diferencas finitas para um no interior que se obtém

pela soma das temperaturas dos quatro nos vizinhos ao n6, subtraindo

quatro vezes a temperatura do né em referencia e somando o termo de

também se pode expressar da seguinte forma de facil memorizagao.

2
+Tbajxo—4Tné+gnl2' -0 (5.29)

Apresentam-se em seguida algumas das equacoes mais utilizadas para a

T +T  +T

esquerda topo direita

solucao de problemas bidimensionais em regime permanente.
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‘ 5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

‘Casol - N6 interior I

mn T

m-l,n Y o : ® : ® m,n+1 +Tm,n—1 +T

m+1,n

+Tpan—47,,=0

R R | m+1,n
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‘ 5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

‘ Caso2 - NO num vertice interior com conveccao I

_____

m-1,n

Z(T +Tm,n+1)+ (Tm+1,n +Tm,n—1 - O

m-1,n

+2—T,-2 3+—

) hAX ( hAX
k k ) ™"
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‘ 5.3 Conducao Bidimensional em Regime

Permanente
‘ Caso 3 - N6 numa superfl’cie plana com COﬂVGCQéO I
m,n+1

Ay r=-o .

T., h | m n.i

m-1n | | |

E m,n-1
(2Tm—1,n +Tm,n+1 +Tm,n—1)+ Zh%AXToo o Z(h% + 2)Tm,n =0

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 43



‘ 5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

‘ Caso 4 - N0 num vértice externo com conveccao I

L Zh%Tw—Z(h%Jrl)Tm,n:O

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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‘ 5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

Caso 5 - N0 numa superficie plana com um fluxo de calor
uniforme

i ® +—
Ay o
Y o Em’no? D q (2T

+ T T, )+ 2 g kAX

m,n-1

—4T, =0

m-1,n

m-1,n
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

A formulacao de diferencas finitas de nés na fronteira de problemas
bi ou tri dimensionais é similar ao dos problemas unidimensionais. A
regiao € dividida em nos, formando volumes elementares ao redor
dos mesmos e um balanco energético ¢ feito para cada n6 de
fronteira.

Para a transferéncia de calor em regime estacionario, a equacao
basica que se deve ter em mente quando se estiver a fazer o balanco

de energia num volume elementar é:

Z Q+ gVeIemento — O

Todos os lados (5'30)

‘ Se o problema for uni, b1, ou tridimensional I
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

Em problemas com geometrias simples, pode-se preencher
toda a regiao, usando elementos de volume simples, como as
faixas de uma parede plana ou elementos retangulares de duas
dimensoes de conducao numa regiao rectangular. Também
pode-se usar elementos de casca cilindrica ou estérica, para
cobrir totalmente um corpo cilindrico e esférico. No entanto,
muitas geometrias encontradas na pratica, tais como as pas de
turbinas ou os blocos de motor, nao tém formas simples e é
dificil preencher as geometrias com essas fronteiras irregulares
através de volumes elementares simples.
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime

Permanente

Uma maneira pratica
de lidar com
geometrias
irregulares ¢
substitui-las por
uma série de
volumes elementares
simples, como se
mostra na figura.

Fronteira Real |

Aproximacao
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

Em problemas de regime transiente ha variacao da
temperatura com o tempo, bem como no espaco e, portanto, a
solucao de diferencas finitas de problemas em regime
transiente, requer a discretizacao no tempo, além da
discretizacao no espaco. Isto € feito selecionando um intervalo
de tempo adequado At e resolvendo as temperaturas nodais
desconhecidos repetidamente para cada At, até que a solucao
no tempo desejado seja obtida.

Em problemas de regime transiente o sobrescrito 1 € usado
como indice ou contador de intervalos de tempo, 1 = 0

corresponde a condicao inicial.
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

Os nos e os volumes elementares, em problemas de regime
transiente, sao selectonados como no caso do regime
estacionario e novamente assume-se que toda a transferéncia
de calor ¢ feita para o elemento. Por conveniéncia, o balanco
de energia num volume elementar, durante um intervalo de
tempo At, pode ser expresso como:
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

Ou seja:

At X Z Q +At X gVeIemento — Eelemento (5 . 31)

Todos os lados

onde a taxa de transferéncia de calor Q, consiste normalmente
na conducao para os nos internos, mas pode envolver tambem
fluxo de calor por conveccao e radiacao para os nos de fronteira.

E de notar que E___..,,=mCAT=gV, CAT,onde g éa
massa especifica e C o calor especifico do elemento.

lemento
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‘ 5.4 Conducao Unidimensional em Regime

Transiente
‘ Dividindo a relacao anterior por At obtém-se: I
AT
Z Q+gvelemento = EeIeAn:[ento — Nelementoc?t (5.32)
Todos os lados
‘ ou, para qualquer n6 m no meio e seu volume elementar: I
Ti+1 _Ti
Z Q-I_Gelemento =,0V elementoC = At i (5.33)
Todos os lados

onde T' e T  sio as temperaturas do n6 m no tempo
t=iAt e t,=(+1) At, respectivamente ¢ T'*! - T
representam a variacao da temperatura do no durante o

m

intervalo de tempo At entre o passo de tempo 1 e 1+1.
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

As temperaturas nodais em problemas em regime transiente
normalmente alteram-se a cada intervalo de tempo, e existe sempre a
interrogacao se deve-se usar temperaturas no passo de tempo anterior i
ou no novo passo de tempo i+1 nos termos do lado esquerdo da
Equacao 5.33. Ambas sao abordagens razoaveis e usadas na pratica. A
abordagem de diferencas finitas é chamada método explicito no

primeiro caso e método implicito no segundo caso.

i+l T

i [ Tm T
‘ Método explicito I Z Q' +Caemento = MetementoC *  (5.34)
Todos os lados At
. . ;o i+1 i+1 Tr:IJr1 _Tr:l
‘ M¢étodo implicito I Z Q™ +Gento = MaterentcC v (5.35)

Todos os lados
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime

Transiente

Considere a conducao de calor
bidimensional em regime transiente numa
parede plana de espessura L, com geracao
de calor g(x,t), que pode variar no tempo
no espaco e com a condutividade k

0,1,2..., M na direccao x, como
mostrado na figura. A formulacao de

um no interior fica:

kATm—l _Tm
AX

+ kATm“A; LE 0, AAX = pAAXC

c

constante com uma malha Ax=L/M e nds

diferencas finitas em regime transiente para

Ti+1 _Ti

m m

At

Parede Plana

Volume
elementar
do né m

m+l  M-1

(5.36)

Prof Doutor. Eng® Jorge Nhambiu

54



‘ 5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

Cancelando a area A da superficie e multiplicando por Ax/Kk,
simplifica-se em:

gmﬁx - zi (Tit=T:) (5.37)

Tm—l 4l m +Tm+1 +

Onde a=k/pC ¢ a difusibilidade térmica do material da parede.
Definamos a malha adimensional do nimero de Fourier como:

T=—y (5.38)
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‘ 5.4 Conducao Unidimensional em Regime

Transiente
‘ Entao a Equacao 5.37 transforma-se em: I
2 Ti+1 _Ti
Tm_l —2Tm -|-Tm+1 N 0,,AX _ ( m m) (5.39)

K T

Note que o lado esquerdo desta equacao € simplesmente a
formulacao de diferencas finitas do problema para o caso
estactonario. Isto nao é surpreendente uma vez que a formulacao

reduz-se para o regime estacionirio no caso em que T

Tl

ml
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

Obtem-se a formulacao explicita de diferencas finitas,

expressando o lado esquerdo da Equacao 5.37 no passo de

tempo 1 como:

L0 T T, (5.40)

T —2T +T!

m+1 k

T

Esta equacao pode ser resolvida explicitamente para a nova

temperatura T'*! (e, portanto, o método explicito) obtendo-se:

i iAXZ
) +(1-20)T, +7 ka (5.41)

‘ Para todos os nos internos m=1,2.3,...M-1 na parede plana I

m+1

T|+1 ( | _I_TI
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

Expressando a parte esquerda da Equacgao 5.37 no tempo i+1 em
vez do tempo i obtém-se a formulacao do método implicito

i+ I+ I+ rlr:r 1AX2 Tni1+1 _Tn|1
Tm—i _2Tm 1 +Tm+11 T J K = T (5.42)

‘ Que pode ser rearranjado resultando em: I

I+1
T (14 20)TH 4 7T 4 ¢ O kAX 4T =0 (5.43)
A aplicacao de uma formulacao explicita ou implicita para cada um
dos M-1 nos interiores da M-1 equacoes. As duas restantes equacoes
sao obtidas aplicando o mesmo método para os dois nés de
fronteira a menos, que as temperaturas limites sejam especificados
como constantes (Invariantes com o tempo)
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

Por exemplo, a formulacao da condicao de contorno de

conveccao na fronteira esquerda (no6 0) para o caso explicito pode
Sser expressa cComo:

i T _ i+1 |
hA(TOO—TO‘)+kAT1AXT°+gg( AX) oAl g 4

2 2 At
‘ Que se simplifica para: I
) (5.45)
T, = (1 27— ZTh%jT' +27T! +27h%T +7 goﬁx
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5.4 Conducao Unidimensional em Regime
Transiente

Se o passo de tempo At nio ¢ suficientemente pequeno, as
solucoes obtidas pelo método explicito podem oscilar
descontroladamente e divergir da solucao real. Para evitar tais
oscilacoes divergentes nas temperaturas nodais, o valor de At deve
ser mantido abaixo de um certo limite maximo estabelecido pelo
critério de estabilidade.

O critério de estabilidade para nos internos em problemas de
transferéncia de calor unidimensionais em coordenadas

rectangulares é dado por:

AT 2 (5.46)
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5.5 Conducao Bidimensional em Regime
Transiente

Considere-se uma regiao retangular em que a conducao de calor é
significativa nas direcoes X ey, e considere-se a espessura Az =1 na
direcao z. O calor pode ser gerado no meto a uma taxa de g(x, y, t),
que pode variar com o tempo e posi¢ao, com a a condutividade
térmica do meio k assumida constante.

Dividindo-se o plano da regiao numa malha retangular de pontos

nodais espacadas Ax e Ay nas direcoes X e y respectivamente, €

considere-se um no geral interior (m, n), cujas coordenadas sao x =

mA X e Y = nAy.
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‘ 5.5 Conducao Bidimensional em Regime

Transiente
A formulacao transiente de diferencas finitas para um no6 interior
em geral pode ser expressa como:
T . =T T =T T . =T
kAy m-1,n m,n + kAX m,n+1 m,n + kAy m+1,n m,n
AX Ay AX
T T i+l _ i (5.47)
+HKAX-DI2 T g AXAY = pAXAYC To =T
Ay ’ At

Utilizando-se uma malha quadrada Ax=Ay=l e dividindo cada

termo da expressao por k, apos a simplificacao obtém-se:
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5.5 Conducao Bidimensional em Regime
Transiente

ToantT

m+1,n

|2 i+l T
a7, + I o =

+Tm,n+1 +Tm,n—1 — Tlmn K T

(5.48)

Onde a=k/pC ¢é a difusividade térmica do material e 1= a At/12 é o
numero adimensional da malha de Fourier. Também se pode

expressar em termos das temperaturas dos nos vizinhos pela seguinte

formula facil de memorizar:

2 i+ _ T
c,)_I_gnél :Tné Tno (5_49)

T +T_ +T
K T

esguerda topo direita

+T AT

n
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5.5 Conducao Bidimensional em Regime
Transiente

Obtém-se a formulacao explicita de diferencas finitas, expressando o lado

esquerdo no passo de tempo 1 como:

+Tbiaixo_4Tr:c')+gnE =1 - = (5.50)

Expressando o lado esquerdo na etapa de tempo 1 + 1 em vez de 1 obtém-

[ [ [
esguerda +Ttopo +Td

ireita

se a formulacao implicita. Esta equacao pode ser resolvida explicitamente

ara a nova temperatura T it ara se obtet:

]2
+To:ireita +Tbiaixo ) T (1_ 4T)Tni() T T% (5:51)

Para todos os no6s internos (m,n) onde m=1,2.3,...M-1 e n=1,23,...N-1

Tt =1 T + T,

esguerda topo

no meio
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5.5 Conducao Bidimensional em Regime
Transiente

O critério de estabilidade requer que o coeficiente de T, ! na expressao
T_*deva ser maior ou igual a zero para todos os nds, € igualmente valida
para os casos bi ou tri dimensionais e limita severamente o tamanho do
passo de tempo At que pode ser usado no método explicito.

Para nos internos de transferéncia de calor bidimensional em coordenadas

retangulares o critério de estabilidade ¢ dado por:

T SZ (5.52)

Apresentam-se em seguida algumas das equagoes mais utilizadas para a

solucao de problemas bidimensionais em regime transiente.
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‘ 5.5 Conducao Bidimensional em Regime
Transiente

‘ Casol - NO interior I
Critério de estabilidade

m,n+1

Ay‘ T : FOS1

e M 4

R R | m+1,n

Equacéo nodal Ax = Ay

I
m+1L,N +Tm—Ln

Tod=(Th g+ T +T, )+(1-47)T,,,
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‘ 5.5 Conducao Bidimensional em Regime

Transiente

‘ Caso2 - NO num vertice interior com conveccao I
m,rl+1 Critério de estabilidade
By| | N3
|| mnl J Fo3+Bi)<>
I 4

——————— T h m+1,n

m-1,n <
o]
Equacao nodal Ax = Ay
i+1 2 i i i i : i 4 : i

T =§T|:2Tm+l,n+2Tm'n+l +Toan +Tans +2(BI)T |+ 1-4r—57Bi Ty,
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‘ 5.5 Conducao Bidimensional em Regime
Transiente

‘ Caso 3 - N0 numa superficie plana com conveccao I

m,n+1

A

Ay : Critério de estabilidade

_______

T., h 'm,n||
Y ¢ i ¢ 1
; i T<—
m-1,n 4

Equacao nodal Ax = Ay

Trr|1+r} — Z-(ZT rril—l,n +Tni1,n+1 +Ti

m,n—1

)+[1+ 47T,
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‘ 5.5 Conducao Bidimensional em Regime
Transiente

‘ Caso 4 - N6 num vértice externo com convecgao I

Critério de estabilidade

£(1+Bi) <,

Equacao nodal Ax = Ay
Toa =2z Ta oy + Ty +2(Bi) TP [+[1+4r—42(Bi) [T,
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5.6 Solucao das Equacoes de Elementos
Finitos

Considerando um sistema de N equagoes diferentes

correspondentes a N temperaturas desconhecidas, a metodologia

de solucio comeca por expressar as equacoes:

a:LlTl + a12T2 + a13T3 + e a:LNTN — Cl
al, + a,l, + ayl, + - + a,ly = G

Onde 4,4, a;5,...C,,...520 coeficientes e constantes conhecidas

relacionadas com Ax, k, he T,
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‘ 5.6 Solucao das Equacoes de Elementos
Finitos

‘ Usando a notacao Matricial pode-se escrever: I
IAJT|=[C] (5.54)

ail a12 aiN Tl Cl
a,, a a T. C

A=| T T2 b T 7] C=l 7| (555)
_aNl aN2 aNN _ _TN _ _CN |
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‘ 5.6 Solucao das Equacoes de Elementos
Finitos

O vector solucao de temperaturas pode entao ser escrito como: I

UEOEE

Onde [A]! é a matriz inversa de [A] e é definida por:

_b11 b12 blN_
[AFE b?l b?z bZ.N

(5.57)

le sz bNN
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‘ 5.6 Solucao das Equacoes de Elementos
Finitos

‘ Resolvendo o lado direito da Equacao 5.52 segue a solucgao: I

b11C1 + b12C2 o F blNCN
= bC + bC, + - + bCy

oo
|

(5.58)
TN — bN1C1 + bN2C2 + et bNNCN
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Inversa da Matriz (1)

=] =

File

i

Home

e Bookl - Excel

Insert Page Layout Formulas Data Review Foxit PDF

o
— . S — -
D II:lJ Ruler ] Formula Bar Q I:E)u Ql I__E E @ ESF_"'t View Side by Side ) EE Er
i Hide Synchronous Scrolling )
MNormal Page Break Page Custom [ Gridlines [« Headings Zoom 100% Zoomto Mew Arrange Freeze Switch Macros
Preview Layout Views Selection | Window  All  Panes~ Unhide Reset Window Position | windows - -
Workbook Views Show Zoom Window Macros

G7

3

A | B D E F G H |

o~ ooun bk wN =

[y
N
w

Introduzir os valores da matriz a
inverter.
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Inversa da Matriz (IT)

H - s Book1 - Bxcel
File Hame Insert Page Layout Farmulas Data Review Faxit PDF @ Tell me what you want to do...
Spli View Side by Si
Ruler Formula Bar E i Mty e ED'_J
Hide Synchronous Scrolling X
Mormal Page Break Page Custom il e Zoom 100% Zoomto MNew Arrange Freeze . . Switch Macros
Preview Layout Views - Selection | Window  All  Panes Unhide Reset Window Position ' windows ~
Workbook Views Show Zoom Window Macros ~
SUM 7 X « K | =min v

D E F G H I J K L M N

=min
7 # i

&) MINA
& minuTe
%

Returns the inverse matrix for the matrix stored in an array
I T T

Seleccionar as células onde ficara
a matriz inversa, escrever o sinal
“=" e escolher a fungao MINVERSE

Sheet1 O] 4 v

O 0~ o U A W N =
(o
W]
w

— )
i

Enter
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Inversa da Matriz (I1T)

H - s Boakl - Excel
File Home Insert Page Layout Formulas Data Review i Foxit PDF Q Tell me what you want to do...
Gl . E Split View Side by Side ED"J
Hide Synchronous Scrolling X
MNormal Page Break Page Custom s [4rdTivas Zoom 100% Zoomto New Arrange Freeze . n - Switch Macras
Preview Layout Views - Selection | Window  All  Panes Unhide Reset Window Position  \yindaws ~
Workbook Views Show Zoom Window Macros ~
D5 - x v K =MINVERSE(D5:F7 2

C D E F G H I J K L M

w N =

1 2 3 =MINVERSE(D5:F7

MINVERSE (array)

0~ oo A
)}

Seleccionar a matriz a inverter e
pressionar em simultaneo as
teclas: Control+Shift+Enter

Sheetl () «
i ]

Point

— — —
‘N|_‘|°|m
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‘ Inversa da Matriz (IV)

H ©-

File

Book] - Bxcel

Foxit PDF

Q Tell me what you want to do...

Home Insert Page Layout Formulas Data Review

B E EEEE
Normal Page Break Page Custom  [] Gridlines |« Headings Zoom 100% Zoomto  Mew Armange Freeze ’ . Switch Macros

Preview Layout Views Selection  Window All  Panes~ | Unhide Reset Window Position  indaws -

Workbook Views Show Zoom Window Macros -
H5 - £ | {=MINVERSE[D5:F7)} v

C D E F G = | J K L M -
1
2
3
4
5 1 2 3 -1 0.33333 0.33333
6 6 0 0.33333 -0.66667
7 2 1 3 0.66667 -0.33333 0.33333
8 =
9
10
11
12 -
Sheetl [] »

Ready Average: 0 Count: 9 Sum: 0 ﬁ E‘ - ] + 200%

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

77




Multiplicacao da Matriz pelo Vector (I)

L] c‘()Cut

D B Calibri
E2) Copy ~
Paste - -
- ~ Format Painter B I U
Clipboard F] Font
H10 = Je

Insert Page Layout

C D

Formulas Data Review

View

Book] - Bxcel

@ Tell me what you want to do...

Foxit PDF
E AutoSum -

oy O

- = . =4 - e o ===
A A == % E¥ Wrap Text General ’_:.“ Q S ;x EI e~
&y A === == Merge & Center - $ - 095 % |52 0 Conditional Formatas Cell Insert Delete Format ~ Sort & Find 8
Formatting = Table~ Styles~ & Clear~ Filter = Select =
[F] Alignment [F] Mumber [F] Styles Cells Editing

25 0NV A WN =

Matriz Inicial

1 2
4 5
2 1

Matriz Inversa Vector
3 -1 0.33333 0.33333 1
6 0 0.33333 -0.66667
3 0.66667 -0.33333 0.33333 5

S

Ready

Introduzir nas células o vector a
multiplicar pela matriz.

Sheetl ®

H 5 [ - i

+

200%
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‘Multiph'cagéo da Matriz pelo Vector (1)

View

Foxit PDF

% Cut T eneral i Normal Bad od

S e vage . ¢+ 582 | Conorn rormt | (TECI o g
suM - x « £ | =mMuT(

cC D F | G | H | J | K L N

1 1
2 1
3 1
4 Matriz Inicial Matriz Inversa Vector Resultado
5 1 2 3 -1 0.33333 0.33333 :MMULT(_I
6 | 4 5 6 0 0.33333 -0.66667 e
7 2 1 3 0.66667 -0.33333 0.33333
8
9 |
]‘1’ Seleccionar as células onde ficara
12 0 vector solucao, escrever o sinal
13 “=" e escolher a funcao MMULT
14
15 |
16

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

79




‘Multiph'cagéo da Matriz pelo Vector (111)

M Inset  Pagelayout  Formulas  Data  Review  View  Foxit PDF

% Cut ¥ Wrap Text '\EEnE\a\ = 5 Normal Ba Goo 2 Autosum
" Srari | 8 13 T g ,o
Clipboard Font Alignment Number Styles Cells Editing
s - x ¥4 f :NINIULT(HS:J?,LE:L?
(@ . D . E ‘ F ‘ G ‘ H ‘ | ‘ J ‘ K ‘ L ‘ M N (@] ‘ P
1 —
2 |
3 |
4 Matriz Inicial Matriz Inversa Vector Resultado
5 1 2 3 -1 0.33333 0.33333 1 :MMULT([-IS:J7,L5:L7
6 4 5 6 0 0.33333 -0.66667 e
7 | 2 1 3 0.66667 -0.33333 0.33333 5
8 —
9 |
10 Seleccionar a matriz a multiplicar,
11 e
= separado por virgula, o vector a
13 multiplicar e pressionar em
14 . A
: simultaneo as teclas;
Control+Shift+Enter
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‘Multiph'cag:ﬁo da Matriz pelo Vector (IV)

Boold - Excel
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