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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

Ate agora considerara®m problemas de conducéo de calar
relativamente simples envolvendo geometrias simples con
condicOes de contorno simples, pois so estes problema
podem ser resolvidos analiticamente. Muitos dos proble
encontrados na pratica, envolvem geometrias complexa
condicdes de contorno também complexas ou propried
variaveis e nao podem ser resolvidos analiticamente. E
casos, solucoes aproximadas, suficientemente precisas
ser obtidas por computadores usando um metodo numeric
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‘ 5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

B

Os métodos numericos para resolver equacdes diferencials,
baseianse na substituicao das equacoes diferenciais por
equacoOes algebricas. No caso do método popular de diferénce
finitas, isso é feito atraves da substituicao das degpeiadas
diferencas.

As derivadas sao os blocos de construcao das equacoes

diferenciais, assim primeiros&ifazer uma breve revisao da

derivadas.

Prof. DoutorEng®JorgeNhambiu 4



5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais

pelo Méetodo de Diferencas Finitas
J(x)4

Considerese uma
funcadofque depende

X, COMO Se apresenta ha
figura. A primeira fx + Ax)
derivada déx) num

ponto, € equivalente a [0 )
Inclinacéo de uma linh
tangente a curva ness
ponto e é definida

como.

G0 D 1008 1)

ax LI)<-0DX R 0
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

gue € a razao enrtre o incremérftala funcéo e o
Incrementd x da variavel independente, quangap 0Se

nao se tomar em conta o limite indicado;seia seguinte
relacao aproximada para a derivada:

df (X) @f (x+ f()@

5.2
dx Dx 52

Esta equacao aproximada da derivada, na forma de difere

é a expressao deerencas finitasda derivada de primeir
ordem.
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

Considerese a transferéncia de calo
unidimensional em regime estacionario, Parede Plana
numa parede plana de espedsuram
geracao de calor. A parede é subdi
emM seccoes de igual espessuxa
L/M na direccam, separadas por
planos que passam por M + 1 pont
0,1,2,.... M, mm+1,... M
chamados nos ou pontos nodais, ¢
se mostra na figura. A coordenada
gualquer ponta é simplesmente
X,=Mm! xe atemperatura nesse poito m—
eT(Xy)=T,
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

A equacao de conducao de calor envolve derivadas de segunde
ordem de temperatura em relacao as variaveis espaciais, nag\for
d?T/dx 2 e a formulacao de diferencas finitas basaia
substituicao das derivados de segunda qoetdliferencas
adequadas. Para iniciar o processo psectgater as derivadas de
primeira ordem. Usando a Equacao 5.2, a primeira derivadajda
temperaturdT/dx nos pontos médian-¥2 e m+Y2 das secche

em torno do ndn pode ser expressa como:

dx|. Dx

T T T..
d— dl] 6” (5.3)
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

E de notar que a segunda derivada é simplesmente a derivagla o
primeira derivada. A segunda derivada da temperaturenno n
pode ser expressa como:

B dﬂ 1 Tm+1 j Tm _ Tm -Tm-l
M5 — DX —Tmlrl - 2Tm -Frml (5.4)
Dx X B

dT
dx’

m

gue € a representacdo em diferencas finitas da derivada segunc
num no interno geral. Notese que a segunda derivada da
temperatura num ma € expressa em termos das temperaturds n
nO m e dos seus dois nads vizinhos.
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‘ 5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

‘ Entao a equacao diferencial: I

d°T . ¢
d_x2+T< 23 (5.5)

gue € a equacao governante para transferéncia de calor

unidimensional em regime estacionario de em uma parede plana
com geracao de calor e condutividade térmica constante, e pode
expressa sob a forma de diferencas finitas como:

T..-21 H

Cp iy m =123M-1 (56)

‘Ondegm é a taxa de geracao por unidade de volumemo no I
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

A formulacao de diferencas ja vista, pode ser facilmente est
problemas de transferéncia de calor bi ou tridimensionais,

substituindo cada segunda derivada de uma equacao de diferenc
finitas nesse sentido. Por exemplo, a formulacao de diferengas

finitas para conducao de calor bidimensional em regime estaion
numa regiao com geracao de calor e ondutividade térmica const
pode ser expressa em coordenadas rectangulares como:

mnk 2Tmn T-rl;ml_l_g_mn @: (5.7)

D¢ ; k
Para m=12x1 2e 3n =1M n2m qualgdied no interior
(m,n)

Tm+1,n - 2Tm n -Frm-l, ny T
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5. 1 Formulacao de Equacoes Diferenciais
pelo Méetodo de Diferencas Finitas

Malha de diferencas
finitas para a
~ m,n+ 1
conducao n+l—n *
"Ay m—1,n| MmN m+1,n
- : n i & & &
bidimensional em i |
tad m,n—1
coordenadas y T
retangulares. | , |
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Pass&e agora ao desenvolvimento da formulacao de
diferencas finitas de conducao de calor numa parede plan:
através do balanco de energia e a solucao das equacoes (
resultantes. O meétodo de balanco de energia;d#sBaia
subdivisdo do meio num ndmero suficiente de volumes
elementares e na aplicacao do balanco de energia a cada

dos elementos.
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5.2 Conducao Unidimensional em
Regime Permanente

Pontos nodais e volumes | ParedePlana | |~ Volume
elementar
elementares para a | fu| UM
N . Y, cond_,esq” “ 0 cond.dir

formulacao de diferencas ¥

No mnterno
.. ~ no geral
finitas da conducao ) L

n onal “Torl 2 e il e v x

unidimensional numa e
parede plana. Ax
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5.2 Conducdo Unidimensional em
Regime Permanente

Para obtese uma equacao de diferencas finitas no geral, para os
Interiores, considese o0 elemento representado pelmmoos

dois nés vizinhos - 1em + 1. Assumindee que a conducao d
calor é para dentro do elemento em todas as superficies, o balar
de energia para o elemento pode ser expresso como:

Ousqa
I:]Eelement

ond, esq cond dir element D:

(5.8)
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Se o conteudo energético de um meio (ou parte dele) nasaltera
em condi¢Oes de equilibrio e portank,,..—0. A taxa de

geracao de calor dentro do elemento pode ser expressa co

Gelemento: g ry elemento:g A j (5'9)

E de lembrar que quando a temperatura varia linearmente, a fax
constante de conducéao de calor através de uma parede plana de
espessura pode ser expressa como:

Qg = kA? (5.10)
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5.2 Conducao Unidimensional em
Regime Permanente

7 " ,/e\{gmg:‘l?ar
Na formulacéo d S T
m+ 1
_ o Linear_:/4 T |
diferencas finitas, i | _ Linear
— Ax—— Ax—~
assumee que a | | |
@ @ ®
temperatura vari m—1pme ] mt
linearmente entre T T” _kA T o-T

0S nos. — -,
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Se a direcao da transferéncia de calor em ambas as superfigies
elemento, for assumida como sendo na direcaordpantaxa de

conducéao de calor no lado esquerdo e direito das superficie§ po
ser expressa cormomo:

Tni- T, To: “Tn (512

‘Substituindo as Equacoes 5.11 e 5.9 na 5.8sdtem I

kAT Ty kA\Tm*'Tm g, A DO (5.12)

— kA m A ' mi
Qcond, esq KA DX € Qcond dir =KA
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

‘Que pode ser simplificada para: I

Trm } 2Tm -Frm m —
1 =~ 1_,_?( =3) m =123M-1 (5.13)

gue € idéntica a equacao de diferencas finitas obtida anteriofme
Esta equacéo é aplicavel a cada um-dosdd internos, e sua
aplicacao da il equacdes para a determinacao das temperajura
nos M+1 nos. As duas equacoOes adicionais necessarios par
determinar as M+1 temperaturas nodais desconhecidas, saqg ob
atraveés da aplicacdo do balanco de energia aos dois elementos
fronteiras (a nao ser claro, que as temperaturas limites seja
especificadas).

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 19



5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Depois de desenvolvida a equacao de diferencas finita
para cada no interior de uma parede plana que nao é
aplicavel aos nos fronteiricos, pois ela exige a presénc
nos em ambos os lados do n0 em questao, fedcsa
obter as equacoes de diferencas finitas separadamegnt:
para os nos na fronteira. A melhor maneira ddasbée
através da aplicacao do balanco de energia aos volum
controle dos nos de fronteira.
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

A condicéo de contorno de temperatura especificada € a condica@ ma
simples de lidar com ela. Para uma transferéncia de calor tridimension
atraves de uma parede plana de espessura L, as condicoes de tempel
especificada nos limites esquerdo e direito da superficie podem ser

expressas como:

T(0)=T, =Valor especificadc
T(L)=T, =valor especificad

(5.14)

onde T e Ty, sdo as temperaturas prescritas na superficie em x=0 g x:
respectivamente. Portanto, as condicoes de contorno de temperatura
especificadas, sao incorporadas atribuindo simplesmente as tempera
da superficie dadas aos nds de fronteira.
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime

Permanente

Formulacao das
Lo Parede Plana
condicoes de

temperatura prescrit

em diferencas finitas

em ambas as facesde %5 T 3

uma parede plana.
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Quando outras condicoes de fronteira, como o fluxo de calor presgrito,

conveccao, radiacdo ou conveccao combinada com radiacao sao

@

especificados na fronteira, a equacao de diferencas finitas para o
fronteirico € obtida por meio do balanco de energia no volume de

controle nessa fronteira. O balanco de energia € expresso como:

é Q+ C%Iemento :© (5' 15)

Todos os lados

‘ Para transferéncia de calor em regime estacionario I

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 23




5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

A formulacao das diferencas finitas nmr0 (no limite esquerd
onde x=0) de uma parede plana de espésdurante a conduc
de calor unidimensional em regime estacionario pode ser expre

como.

quperﬁcie esquerdél- kA% g éfAD?( 8@ (5.16)

onde A x/2 € o volume do volume elementar (rsg&ue o
elemento de fronteira tem metade da espesgéra)taxa de
geracao de calor por unidade de volume (enf)Whmx =0, e A

é a area de transferéncia de calor, que é constante para uma pe
plana.
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

Ax
Esquem a para a 2 |  Volume elementar
'_;/‘ donod 0
formulagao de A
diferencas finita oy 4y, D
, sup. esquerda Ax
de um no de
L
fronteira esquer O 5 p
«— Ax —f+— Ax —
de uma parede
T, -T A
| 0 " X
plana. ot KA+ 80AS =0
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5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

A equacao de diferencas finitas para diferentes condicoes de
contorno pode ser obtida da Equacéao 5.16, bastando para ta
SUbSHItUIQg ,erriciesquera€l@EXPressao adequada. Em seguida fiss
feito para varias condicOes de contorno na fronteira esquerd

ﬁ&‘ Condicao de Fluxo de Calor Prescrito I

|nT a DX 0§
BA? Dx +g 2 = (5.17)

| Caso especidtronteira |solada (¢=0) I

Al o T0+g);eA_ cr'@ (5.18)
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

‘ Conveccao como condicao de contorno I

AT - ) Al gaeAD_( 80 (5.19
‘ Radiacao como condicao de contorno I

e AT~ T5) +|<AT157T0 %%A%‘ -_80 (5.20)
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

| ‘ Conveccao e Radiacao como condicoes de contorno I

hAT-T) €eAT T le&rlﬁTo g%% 80 (5.21)

ou

-T2 5
h:ombinadoA(-I; ) -E) -l-kAlﬁo g%% 80 (5.22)

Conveccao, Radiacao e Fluxo prescrito como condicoes
contorno

WA+hAT -7) esAT B leTO &%r% 8-0 (5.23)

B
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

} Tratamento dos Nos na Fronteira Isolada como Nos
Interiores: O Conceito da Imagem em Espelho

Uma forma de se obter a formulacao por diferencas

finitas de um no situado numa fronteira isolada € frat
O I sol amento como um f |
um balanco de energia, como feit&qaacao 5.18.
Uma outra forma, mais pratica, é considerar o no sol
uma fronteira isolada como sendo um no interior.
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

= Tratamento dos NOs na Fronteira Isolada como Nos
Interiores: O Conceito da Imagem em Espelho

Umaoutra forma,

mais pratica, €
considerar o né solamento | NG
de Fronteira
sobre uma - islado
fronteira isolada ¢ oo -
01 2 X
como sendo um

Interior.
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

% Tratamento dos NOs na Fronteira Isolada como Nos
Interiores: O Conceito da Imagem em Espelho

Conceitualmentesto é feito substituingse o
Isolamento na fronteira por um espelho e considefan
0 reflexo do melo como uma sxdéensao.

Espelho

Y

Imagem

‘N6 interior
Espelhada

Equivalente

*—&
2 1 |01 2

=4
=Y
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‘ 5.2 Conducao Unidimensional em Regime
Permanente

= Tratamento dos NOs na Fronteira Isolada como No6s
Interiores: O Conceito da Imagem em Espelho

Entao, utiizanda Equacamgerab.13para um no
Interior, que envolve a soma das temperaturas do§ n
adjacentes menos o dobro da temperatura do n6 eém
guestao, a formulacao por diferencas finitas de um n
m=0 situadowuma fronteira isolada de uma pared
plana pode ser expressa como

T 2o Mot O g L 25 T 0 0. (520
+ ” =9 > ” 0

D(Z

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu 32



5.2 Conducao Unldlmensmnal em Regime
Permanente

Esquema para a
formulacao de
diferencas finitas
com conveccao e

“kAT‘_TO

Ax

Oe * °

0 ] 5o
A7 = Ax—f—Ax—

-y

como condicao de
contorno no lado

esquerdo de uma
parede plana.

hA(T.. - Ty) + eCA(T  —T?)

sup
T T Ax

o t4AS =0

+ kA
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime

Permanente
Muitos problemas de transferéncia de calor encontrado
pratica, podem ser aproximados a problemas
unidimensionais, mas iISSo hem sempre e possivel. As
necessario considesar a transferéncia de calor em outr
direccoes, quando a variacao da temperatura nessas o
direccoes e significativa. Consigeragora a formulacao
numerica e solucao de problemas de conducéao de cal
bidimensional estacionaria em coordenadas rectangul
usando o método de diferencas finitas. A abordagem
apresentada pode ser estendida para casos tridimensi
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

Vi
Malha para a N
formulacao de
diferencas finitas |"* ' [ fAy |No (m, n)
de conducdo de -1}t
calor :
bidimensional em} 2
coordenadas : - _
012 tom M x

retangulares.

m—-—1 m+1
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5.3 Conducao Bidimensional em Regime
Permanente

Considerese um volume elementar do tamahho £ ! gehtrhd
num nod geral interigm,n) numa regido em gue o calor é gerado &
uma tax@ e a condutividade térmicé constante. Assurae qu
a direccao de conducéo de calor em todas as superficies é para
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