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Programacao Linear (PL)

Aula 10: Método Simplex

Técnica das variaveis artificias
— Método das penalidades (“Big M”).

— Método das duas fases.
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Modificando o Exemplo Protoétipo.

Suponha-se que ¢ modificado o exemplo prototipo
requerendo agora que a capacidade de producao da Seccao 3 seja

utilizada no maximo da sua disponibilidade (18 unidades).

Maximizar 255 S sz Em vez de
desigualdade,
sujeito a tem-se uma
X7 < 4 igualdade
2 X2 < 12

3X1 + 2x2 =18

X1, X2 20
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Modificando o Exemplo Protétipo...

Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Como a Restri¢ao 3 do problema ¢ uma restricao de igualdade, para
reduzir o problema a forma padrio apenas é preciso adicionar duas

variaveis de folgas x;, x; .

. . Z=3x;+5x
Maximizar ! >

sujeito a

Maximizar Z=3x1+5x;
sujeito a

X1 + X3

2 x; + X4
_> 3x:+2x;

X1, X2,X3,X4 2

=12
=18

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu




w Faculdade de Engenharia — Optimizacao

QQ Agora surgiu um problema:
a matriz A nao contém uma submatriz identidade.

Maximizar Z=3x1+5x2

sujeito a
X1 + X3 =4
2 x; + X4 =12
3x:+2x: =18
X1, X2,X3,X4 2

Uma variavel pode
ser tomada como
basica desde que
tenha coeficiente 1
na equacao em
presenca e
coeficientes nulos
nas restantes

4> resulta dificil identificar uma SBA inicial

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

::> nao existe uma variavel de folga que possa ser utilizada como
varidavel basica inicial para a Equagao 3.

::> a matriz A que corresponde ao sistema de equagoes ndo
contém uma submatriz identidade B.
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NN Técnica das Variaveis Artificiais.
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O que fazer se na forma padrio de um problema de PL ndo é
possivel identificar uma SBA inicial, 1.e., a matriz A das

restricoes nao contém uma submatriz identidade?

U

O procedimento usual que ¢ utilizado nestes casos € a #écnica das

varidveis artificiars.

A téenica das varidveis artificias € um procedimento integrado no
miétodo simplex que permite ultrapassar

o desconhecimento de qualquer SBA 1nicial num problema de PL

na forma padrao.
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Técnica das Variaveis Artificiais.

Em que consiste a técnica das varidveis artificiais?

X

’

NN
\‘Q'
4

A técnica das varidaveis artificiais consiste em construlr um

problema auxiliar introduzindo uma nova variavel, chamada
varidavel artificial, em cada uma das restricoes onde nao foi
possivel adicionar uma variavel de folga, sendo esta tomada

como varidvel bdsica para essa equagao. Desta forma fica garantida

a existéncia de uma varidvel bdsica em cada equagioe a

possibilidade de identificar uma SBA inicial
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NN Téchnica das Variaveis Artificiais.
Objectivo.

*O objectivo desta técnica consiste em:

— conseguir que, no problema auxiliar, as iteracoes do método
simplex automaticamente forcem a anulacao das varidveis
artificias, uma por uma, até que sejam todas eliminadas. Este
facto significa que pode ser obtida uma SBA para o

problema original de PL.

As variaveis artificias ndo podem ser confundidas
com as variaveis de folga, ndo t€ém qualquer
significado econdmico, sdo um mero artificio
matematico.
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NN Métodos que Implementam a
Técnica das Variaveis Artificiais.

Existem dois métodos alternativos que implementam esta
técnica, determinando duas variantes do método Simplex:

1. O método das Penalidades (“big-M”).
(Charnes, Cooper, Henderson-1953)

2. O método das Duas Fases.
(Dantzing, Order, Wolfe - 1954)
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Método das Penalidades (“'big-M").

Neste método, as variaveis artificias sao “fortemente”
penalizadas na funcao objectivo do problema de PL. de modo a

provocar “rapidamente” o seu anulamento.

Assim como coeficientes das variaveis artificias na f.o. é introduzido

um parametro M (uma constante positiva arbitrariamente grande)

10
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NN Método do do “big-M".

Considere o problema de PL na forma padrao:
— os termos independentes ijO, =12 .m
— nao existe qualquer variavel que possa ser tomada como basica.

Para a aplicacao do método do “Big-M" passa-se ao seguinte problema auxiliar:

Maximizar 2 = c1x1+... + enxn-Mxn+l -... -Mxn+m

sujeito a
atixtt T gin xn™ xn+1 = b1
a2ix1 T T g2n xn T xn+2 =D2
am1x1+ ceeet amn Xn + XxXn+m— bm

xiz 0, j=1,2,....,n,n+1,...,n+m

X 1> Xogose - +sXpn - Dariavers artificias,

M - coeficiente de penalizacao atribuido a estas varidveis

11
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Método do “big-M".

— Uma SBA do problema auxiliar ¢ uma SBA do problema original se as

varidveis artificias da solug¢do sdo nulas.

—Se a solucao 6ptima do problema auxiliar é uma SBA do problema original,

entao esta solucao também é dptima para o problema original.

— O método Simplex, na medida em que procede a melhoria da f.o., tendera
" " o o oy [ o [ . ~
naturalmente" a eliminar da base as varidveis artificias, pois estao

penalizadas com coeficientes arbitrariamente grandes:
* - M - nos problemas de maximizagao

* M - nos problemas de minimizagao

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Obviamente que os vectores
Método do “big-M". candidatos a entrar na base devem ser
escolhidos apenas entre
o0s vectores nao artificias
(a penalidade M para as varidveis
artificias impede a re-entrada destas)

Como habitualmente no método Simplex, para determinar a
variavel que entra selecciona-se aquela com maior custo reduzido

entre as que tenham o custo reduzido positivo.

Como habitualmente no método Simplex, para determinar a
variavel que sai selecciona-se aquela que atinge o minimo dos

quocientes.

13
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qua;ljgoritmo Simplex para o problema auxiliar culmina
numa das seguintes situacoes:

1?. Todos os vectores artificiais foram eliminados da base. I

Obteve-se uma SBA do problema original. A partir deste momento retoma-se o critério

habitual do método simplex até se atingir uma solugdo dptima.

2?. Ainda subsistem vectores artificiais na base e todos os custos reduzidos sao

nao positivos (quadro 6ptimo).

Neste caso existem duas alternativas:

a) Existe pelo menos uma varidvel artificial basica com 0 conjunto K ¢ vazio, o
valor estritamente positivo. problema é impossivel.

| .
. . ncontrou-se uma SBA inicial para
b) Todas as varidveis artificias sao nulas. o ]9
; f 0 problema inicial (que on ¢

degenerada ou se obtém eliminando

restricoes redundantes)

14
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QQ Método do “"big-M": ainda subsistem vectores
artificiais...

2%. Ainda subsistem vectores artificias na base e todos os custos reduzidos sao

nao positivos (quadro 6ptimo).

a) existe pelo menos uma variavel artificial basica com
valor estritamente positivo

0 sistema de restrigoes para o problema anxiliar s6 ¢ satisfeito com varidveis

artificiais estritamente positivas.

o conjunto K é vazio, o problema é impossivel.

:> as restrigoes do problema original sdo incompativeis.

15
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Qﬂ?e]:odo do “"big-M": ainda subsistem vectores artificiais...

2?. Ainda subsistem vectores artificias na base e todos os custos reduzidos sao

nao positivos (quadro 6ptimo).

b) Todas as variaveis artificias sao nulas.

v ' !
Existe pelo menos um vector nao Nao existe nenhum vector nao
artificial fora da base que pode artificial fora da base que pode
substituir um vector artificial substituir um vector artificial

J v

. . excisten restrigoes redundantes
procede-se a sua substituigao

l :

eliminam-se do quadro Simplex

obtém-se uma
SBA 1nicial degenerada
para o problema original

as linhas correspondentes as
varidveis artificiais basicas e obtém-
se uma SBA inicial para o

problema original

16
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Maximizar Z=3x;+5x;

sujeito a
X7 <4
2x; <12
3X1 + 2x2 =18
xz, x2 20

Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Método do big “*M”".
Exemplo Prototipo Modificado.

Maximizar ; = 3y +5x¢, -M Xs

sujeito a
X + X3

2 x, +

3x,+2x,

= 4
X4 =12
+ x; =18

X19X59X3, X4, X520

Este problema nao contém uma submatriz
identidade, pelo que ¢ adicionada uma
variavel artificial x; .

Passa-se a resolver este problema auxiliar

4 )

P, P, P,P, P.
A=l 10 1 00
02 0 10
320 01
- _
~ N
P, P, P,
BO=| 1 00
010
001
N / .

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu




% Faculdade de Engenharia — Optimizagao
QQ Exemplo Prototipo Modificado: Solucao
/ variavel artificial a.

A regido de
Maximizar ; = 3 +5¢, - M x, =0 adm1551b111dade,p.ara 0
. exemplo prototipo
sujeito a . ,
X+ x =4 modificado € o
2x, +x, =12 T 30, +2x,=1 segmento de recta que
3x,+2x, + x; =18 T
XXy 9 Xy Xy, X520 B=(0,6) ® x,=6
Agora ¢ possivel identificar uma SBA
inicial X0 =(0,0,4,12,18). =
A regiao de admissibilidade do |
problema auxiliar (com a introducao de
uma variavel artificial) é aumentada: de 17 =0
—_— 1
um segmento de recta no problema A_(O,O’ | " | ® AN >
original pasa-se a toda a regiao E=(4,0)
sombreada.

Do ponto de vista geométrico o efeito de passar a um problema auxiliar com
variavels artificias é equivalente a
aumentar a regido de admissibilidade .
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QQExemplo Prototipo Modificado: Método do “big-M".

X%=(0,0,4,12,18) contém a variavel artificial x;= 18
2=0x4+0x12-Mx 18=-18 M |
Calculando os custos reduzidos: C Ji 3 5 0 0 -M
Para as variaveis basicas c.-z. =0
1 x
c;-z;=3-(0x1+0x0-Mx3) 0 3 _I 0 1 0 0 ,,.33',,'.;,,.,_.]
=3+3M 0 X4 (O] 2 0 1 o0 12
¢,-2,=5-(0x0+0x2-Mx2) | M *5 302 0 0 1 18
oM Zi 3M oM 0 0 -m -18M
Calculando o novo quadro:
: - CZi 3e3Ms52M 0 0 0
Linha 1 e 2: NAO MUDAM MAximo
3 x, 1 0 1 0 o0 4
Linha3: linha anterior
(coeficiente coluna pivotal x nova 0 X 4 0 2 O 1 0 1 2
linha pivotal)
32001 18 M X5 0 2 3 0 1 6
-3)1 01 00 4
02 -3 01 6 19
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Método Big “"M"...

X1=(4,0,0,12,6) contém a variavel artificial x;=6

z=3x4+0x12-Mx6=12-6 M

Calculando os custos reduzidos:

Para as variaveis basicas c;-z. =0

J )
C-2,=5-3x0+0x2-Mx2)
=5+2M
C3-7;=0-(3x1+0x0-Mx-3)
—5 oM z, 0 2M 3+3M 0 -M12-6M
Calculando o novo quadro: i
Ci%j 0 52M -33M 0 0
Linha 3: dividir pelo pivot 2 maximo
Linha 1: NAO MUDA 3 X% 1 0 1 0 0 4
Linhq2: linha ante?ior 0 x4 0 O 3 1 -1 6
e pivory S X, 0 1 32 0 12 3
02010 12 oy - :
{2)0 132012 3 A nova solugao_),( —.(4,3,_0_,6.,(_)) nao contem
0031 -1 6 variaveis artificiais.
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QQ Exemplo Prototipo Modificado: Método Big “"M"...

A SBA X2=(4,3,0,6,0) é a SBA inicial para o problema original.

C -
Linha 2: linha pivotal J 3 S 0 0 M
dividir pelo pivot: 3 Cp Xy, X, X, X3 Xg Xs b

Linhal: linha anterior 3 xl 1 0 1 0 0 4
fco;ﬁci‘ente 1coluna pivotal x nova 0 X 4 0 0 T 1 -1 6
Inha pivota

1010 04 5| x, | 0 1 |32 0 12 |3
1) 00113 -1/32 Z 3 5 92 0 52 |27
éci)relf}“:(:aizrite lézillfnznt;ifftal-x nova 3 xl 1 0 0 '1/ 3 1 / 3 2
linha pivotal ) 0 x3 0 0 1 1/3 -1/3 2

01-320 123

)

(3200 1 13-13/2 X, |0 1 0 12 0! 6

01 012 0 |6

A nova SBA é X3=(2,6,2,0,0) I

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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(NN Exemplo Protétipo Modificado: Método Big “M"...

3=
‘ Calculando os custos reduzidos: X (2’6’2’0’0) B-1

Para as variaveis basicas C;z; =() | Cj 3 S

¢ 2.=0-Gx (-13) + 0+5x(1/2)) |Co | Xp | *1 X2

—1-52=-372 3| X1 1 0

M-3x(1/3)+0+0) 0 3 0 0
Cc-Z:.=-M-(3 x

’ 5:- M-1 5 x2 O 1

z | 3 5

A SBA X3 = (2,6,2,0,0) lcz. | 0 0

é optima. 1 J

Nas colunas onde no quadro inicial se encontrava a matriz identidade,
correspondentes as variaveis de folga x; e x, e a varidvel artificial x; ,
encontra-se a inversa da base B correspondente a solucdo actual.

22
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Maximizar 7= x;+2x,+ x;

sujeito a
X; +Xx, =6
2x; +3x, +3x, =12
2x, + x, +x;+x, =18

xl, xz,x3,x4_

1|

Exemplo 2: SBA Inicial Degenerada.

Este problema estd na forma padrdo e

ndo contém uma submatriz identidade,

mas existe um vector unitdrio, o vector
P;. Neste caso é preciso adicionar
duas variaveis artificiais X; e X

Maximizar 7=x;+2x,+ x;-Mx;-Mx,

sujeito a
x; + Xx, + X5 =6
2x; +3x, +3x, tx,= 12
2x;, + x, + x;+ Xx, = 18

xl, x2,, x3, x4, x5, x6 20

Xs, X4 variaveis artificiais

4 )

P, P, P,P, P, P,
A= 1 1 0 010
23 0 301
21 1 100
- _/
4 )
P5P6P3
B’=| 1 00
010
0 01
- /

23
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Considere-se o seguinte quadro
correspondente ao problema do
Exemplo 2. A solugdo é optima (todos
os custos reduzidos sdo ndo
positivos), mas existe ainda uma
variavel artificial basica x5 nula.
Deve proceder-se a sua substituicdo
por um vector ndo artificial.

Faculdade de Engenharia — Optimizagao

\Exemplo 2: SBA Inicial Degenerada.

Um vector artificial estda em condigoes de
ser substituido na base desde que na
intersec¢do da respectiva linha com as
colunas associadas aos vectores ndo
artificiais exista pelo menos um elemento
diferente de zero, tomando como pivot
qualquer deles.

Toma-se por exemplo x, para
substituir x; (isto é possivel porque
na interseccdo da coluna
correspondente a X, com a linha
correspondente a x;estd um
elemento ndo nulo)

¢, 1 2 1 0 -M -M
Cg| 4B Xs Xg |b
M| x. 1 -12 | o
1L x 0 12 |6
1] X3 0 -1 16
;1/ 1 -12-12M 1 -1/2+3/2M —M 1/2+12M 12
Ci=Zj 0 52-12M 0 1232M 0 1/2-32M

1
0

0

=

-3
4

21
3 -l

41

6
6

7

S 2

12

-
Ry
= = O
o)

& |

-7

A SBA X*=(6, 0, 6, 0) € degenerada e 6ptima

FToT. Doutor Eng~ Jorge Nnambiu
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Método das Duas Fases.

O problema de PL ¢ resolvido em duas fases:

1* Fase: Constréi um novo problema auxiliar com o objectivo de
obter uma SBA inicial para o problema original (se isto é

possivel).

2" Fase: Tomando como SBA inicial a solucao obtida na 1* Fase,
aplica-se o algoritmo Simplex, para determinar a solucao
optima.

25
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Método das Duas Fases.

Considere o problema de PL na forma padrao:

» os termos independentes b]ZO, J=1,2,...m

» nao existe qualquer variavel que possa ser tomada como basica.

Para a aplicagao do método das duas fases é preciso construir o seguinte problema
auxiliar:

o objectivo consiste em w
L inimizar
minimizar a soma das ¢

f —
= xn+1+xn+200. +xn+m
variaveis artificias sujeito a

A Xy T et Ay X T Xy
A1 Xyt ety X * Xn+2 =b,

am1x1+ ceee amn xn + xn+m= bm

ij 0, j=1,2,....,n,n+1,...,n+m

Xoi1> Xpios- - - Xnum - Variaveis artificias.

26
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Optimizacao

NN

Método das Duas Fases.

— Qualquer SBA do problema auxiliar é uma SBA do problema original se

as varidveis artificiais da solucao sao nulas.

— Obtém-se uma SBA com as variaveis artificiais iguais a zero se € sO se O

valor da f.o. artificial for igual a zero (2'=0).

— A aplicagao do algoritmo Simplex eliminar4 da base os vectores
artificiais (caso o problema nio seja impossivel), pois as variaveis iniciais

(nao artificiais) tém coeficientes nulos na f.o. que se pretende minimizar.

27
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NN Método das Duas Fases...

No fim da 1* fase, em que se atingiu a solu¢ao 6ptima do problema auxiliar,

esta-se perante uma das seguintes situagoes:

1°. Todos os vectores attificiais foram eliminados da base(3'=0). I

Obteve-se uma SBA do problema original, pelo que a SBA obtida constitui
uma SBA inicial para o problema original. Passa-se directamente a 2° fase

do método Simplex.

o . . . .
2°. Ainda subsistem vectores artificias na base. I

Existem duas alternativas:

zZ '>OI existe pelo menos uma variavel artificial -

basica com valor estritamente positivo

: O conjunto K ¢ vagio, o

problema ¢ zmpossivel.

Obtém-se ou uma SBA inicial

|
—qn. L ce .
2"=0: todas as variaveis artificias sido nulas. :> degenerada ou uma restricao
redundante.

28
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NN Método das Duas Fases.

2°. Ainda subsistem vectores artificias na base e z=0

Existe pelo menos um vector ndo
artificial fora da base que pode

substituir um vector artificial

l

procede-se a sua substituigdo

l

I

Nao existe nenhum vector nao

artificial fora da base que pode

substituir um vector artificial

existem restricoes redundantes

i

obtém-se uma

SBA inicial degenerada

para o problema original

eliminam-se do quadro simplex as linhas
correspondentes as varidveis artificias basicas
e obtém-se uma SBA 1nicial para o
problema original

29
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M&fodo das duas fases. Exe

Minimizar z=4x;+12 x,+18 x;
sujeito a
X; +3x; 23

2x, +2x;25

Faculdade de Engenharia — Opti

Reducgao a forma padrao:
introduzem-se duas

varidveis de folga X,, X;

0.

7=4x;+12x,+ 18x;

inimizar
sujeito a

Xy X35 X3, Xy, X520

Xy X;,x3 20

Como nao ¢ possivel identificar uma
matriz identidade introduz-se uma
variavel artificial x; na restrigdo n°
2 (para a equacgdo n°l a variavel x,
pode ser tomada como variavel
basica inicial).

r B - R

P, P, PyP,Ps Py | P, P

A=l 10 3100 |B"=| 1 0
02 2 0-11

7=4x;+12x,+ 18x;

Minimizar
sujeito a
X; +3x;-x, =3

Xps X35 X3, Xy, X5, X5 20
x - variavel artificial

30
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(NIMétodo das Duas Fases. Exemplo: 12 Fase.

Na 1* fase aplica-se o método Simplex ao problema auxiliar para determinar
uma SBA inicial para a 2* Fase:

Minimizar
sujeito a
X; +3x;-x, =3

= X4

Xpy X5y X3 Xypp X5 X5 20

x.- variavel artificial

0
A SBA 1nicial para a 2°
fase é XO=(3,5 /2,0,0,0) 0

c, | 0 0 00 0 1

Cp | Xg | *1 X2 X3 X4 X5 g b

0 x| 1|03 10 o3

1| X5 || O 2 0 -1 1 | 5]
Zl o 2 20 -1 1]5
zi-cj 0 @z 0 -1 0
X1 1 0 3 -1 0 0 |3
Xy 0 1 1 0 -12 1252
z | 0 0 00 0 00
Zi=Cil 0 0 0 0 0 -1 a3

Prof. D
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(N("Método das Duas Fases. Exemplo: 22 Fase.

Na 2* fase aplica-se o método Simplex ao problema original para determinar

a solucao optima (se existe).

4 12 18 0 0 0

Minimizar 7= 4x,+12x,+ 18 x, C;
sujeito a 'R
X, +3x,-x, _3 [ Cp | Xg | *1 X2 X3 X4 X5 X | b
2%, +2 “X.+x, =5
oA s 4 x [t of5FH o o |3 |
’ 9 ’ ’ ’ 20
Koy Koo M X5 0 X6 12 x, | 0 1 . O 12 172 |52
X~ variavel artificial
: Zi| 4 12 24 -4 -6 42
zi-¢; 0 0 (6 )4 -6 6
I 18| X3 113 0 1730 0 |1
A solucao 6ptima é
X'=(0,3/2,1,0,0) 12/ X% | 3 1 0 13 -12 12|32
Z; 2 12 18 -2 -6 6 | 36
Zj -Cj -2 0 0 -2 -6 6 |3
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Método das duas fases. Exemplo ...

a N ~ ™ 4 12 18 0 0 O
Py Py P3P, Ps Py P, P, .
10 3-100 |B= | o |cg| x X4 X5 Xg
02 2 0-11 L0 1) 4 x|l o0f3k 0 o 3
12 X, 0O 11110 -12 1125”72
412 24 -4 -6 42
0 |0 (6)4 6|6
A inversa da base encontra-se g x; || 13]0 1 3 0lol1
na colunas correspondentesa 12| X3 | 13 1 0 13 -12 12 32
variavel x; e a variavel artificial 2 12 18 -2 -6 6 | 36
X, 2 0 0 -2 -6 6
4 )
P; P,
A base que corresponde a solugdo -1/3 1/2
optima X =(0,3/2,1,0,0) \_ 2 2 .
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Conclusoes.

A técnica de variaveis artificiais,

como parte integrante do método Simplex, constitui uma
técnica matematica suficientemente geral que permite resolver
qualquer tipo de problema de PL, independentemente da
natureza das restricoes do problema, detectando ainda, se esse
for o caso, a existéncia de restricoes redundantes e a

inexisténcia de solucoes admissiveis.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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