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Problemas de Investigacao
Operacional

% O que sao problemas de Investigacao
\‘Q"

Operacional ?

U

Os problemas de Investigacao Operacional sao problemas de
maximizacdo ou minimizacdo de funcoes de variavets, designadas
por objecto, que dependem de um numero finito de varidvess.

Estas variaveis podem ser independentes umas das outras, ou

podem estar relacionadas através de uma ou mais restrigoes.
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Problemas de Programacao Matematica

Vv

O que sao problemas de Programacao Matematica ?

-

® O problemas de Programagao Matemdtica sao uma classe
particular de problemas de Investigacao Operacional, que surgem na
década de quarenta, aplicados nos campos da organizacao e da
gestdo econdmica, em que o objectivo e as restrigoes sao dados como

fungoes matematicas e relagoes funcionais.
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Programacao Matematica

Programacao I Matematica I

O problema pode

ser representado por

Planeamento de

actividades o
um 7zodelo matemiitico
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NN Modelo matematico do problema de
Programacao Matematica

maximiZal” f(xl, xZ, eeey xN)
(minimizar)

satisfazendo

g, (XX, ey Xxy) 1S, =24 by

gy XXy iy Xy) 1S, =, 2} by

onde:
X1y Xy eeey Xy - Nvariaveis de decisdo,

Jf(xX;y X5 oooy Xn) -fungdo objectivo e
L1582 oo s &y - M restricoes do modelo
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NN Classificacao dos problemas de
Programacao Matematica

Os problemas de Programacao Matematica

podem ser classificados em:

— lineares: se f (X, Xy, ..., Xpn) 5 L (X X5y oo, Xp), 1=1... M,
sdo funcdes lineares — PROGRAMACAO LINEAR

— nao lineares: se alguma das relagdes f (x,, x,, ..., xp), & (x,,
X5 ..., Xp), 1=1...M, for uma funcao ndo linear —

PROGRAMACAO NAO LINEAR
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Programacao Linear

O que sao problemas de Programacao Linear?

Os problemas de Programagao 1 inear sao uma classe particular de
Problemas de Programac¢ao Matematica (PM), onde « fungao
objectivo e as restricoes podem ser representadas por fungoes
lineares.

A Programacao Linear determina o planeamento dptimo de

actividades, ou seja, um plano dptimo que represente a melhor solugao

entre todas as a/fernativas bossiveis.
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Programacao Linear

Programacao I Linear I

O problema é
representado

Planeamento de
actividades

matematicamente pelo
modelo de PM onde todas
as funcoes

f(xﬂ XQ)"- )XN))
gz'(xpxg) ceey XN)) =1...M

SA0 lineares.
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NN Modelo matematico do problema de
Programacao Linear

maXimizar f(x1’ xZ’ IO ) XN)
(minimizar)

satisfazendo
81 (xpxz, ceey xN) {Sa ) 2} b1 -
S - Restricoes funcionais
Swu (xpxz, seey xN) {Sa ) 2} bM

onde:

X1y Xy ooy Xy - variaveis de decisdo,

J(xX;y X5 oooy Xn) -funcdo objectivo LINEAR ,
L1582 oo s &y - restricoes do modelo LINEARES
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Resolucao Grafica

Os problemas de Programacao Linear com duas variaveis podem ser resolvidos pelo

método grafico.

Comeca-se por representar em R?a Regiao de Admissibilidade (RA) como sendo o
resultado da interseccao dos semiplanos ou planos definidos por todas as restricoes (de
sinal e funcionais) do problema.Se RA=@), o problema é impossivel. Se RAZO identifica-

se, caso existam, 0s pontos Optimos.

1)  Representa-se uma recta de nivel da Funcao Objectivo (FO) atribuindo um valor

arbitrario a Z e identifica-se o sentido de optimizacao;

ii) Identifica-se o ou os pontos da RA a que corresponde o melhor valor de Z (ou seja)
identifica-se a ou as Solugdes Optimas (SO) ou conclui-se que o problema tem valor
6ptimo ilimitado (nao tem SO).
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Exemplo Protoétipo

A empresa Nova Linha produz artigos de vidro de alta qualidade: janelas e portas, em trés

sec¢oes de producao:
Secc¢ao de Serralharia: para produzir as estruturas de aluminio;
Secc¢ao de Carpintaria: para produzir as estruturas de madeiray
Secg¢ao de Vidro e Montagem: para produzir vidro e montar as portas e janelas.

Devido a diminuicao dos lucros, o gerente geral decidiu reorganizar a producao, e propoe
produzir s6 2 produtos que tém uma melhor aceitacdao entre os clientes.

Estes produtos sao:
Produto 1: uma porta de vidro com estrutura de aluminio;

Produto 2: wma janela grande com estrutura de madeira.
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Exemplo Protoétipo

O Departamento de Marketing concluiu que a empresa pode vender tanto de
qualquer dos dois produtos, tendo em conta a capacidade de produgao
disponivel. Como ambos os produtos partilham a capacidade de producao da
seccao N°3, o gerente solicitou ao Departamento de Investigacao Operacional da

empresa a resolucao deste problema.

O Departamento de IO para realizar a formulacao do problema, procurou
os seguintes dados:

— A capacidade de producio por minuto de cada seccao a ser utilizada na produgdo de
ambos os produtos,

— A capacidade de producdo por minuto de cada seccao, a ser utilizada para produzir
uma unidade de cada produto,

—  Os lucros unitarios para cada produto.

14
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



VY
NN

Faculdade de Engenharia — Investigacao Operacional

Exemplo Protoétipo

oEstes dados estao resumidos na seguinte tabela:

Capacidade utilizada
por unidade de

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

producao
Seccao NO° Produto 1 Produto 2 Capacidade
disponivel
1 1 0 4
2 0 2 12
3 3 2 18
Lucro unitario
(em milhares 3 5
de Mt)
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Exemplo Prototipo: Formulacao

Capaca’a‘aa‘e utilizada bor M CZXiMiZaI” Z = 3x 1 + Sx 2

_ unidade de producso : Sujeito a

Seccdo WO Produto 1 | Produto 2 | Capacidade < 4
disponivel X 1 =

! ' ’ * 2x, < 12

2 . . 12 L

3 3 2 18 3x1 + 2x2 < 18
Lucro unitario a 5

x;20,x,20

X;, X, - 0 numero de unidades do produto
l e 2 produzidas por minuto

Z — o lucro total por minuto.
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Exemplo Protoétipo:

I. Identificar os valores de (x, x,)
que satisfacam todas as restri¢oes

(regido de admissibilidade)

1° x, 20, x, 20 = (x;,x,) estio no
1° Quadrante

2° x, < 4 = (x,x,) estao situados a
esquerda ou sobre a recta x, =4

3 2x,2 12=x,2 6= (X,
estao situados abaixo ou sobre a
recta x, =0

4535, T 2x, < 18= (x,x,)
estao situados abaixo ou sobre a
recta 3x, + 2x,=18

Solucao grafica (I)

x,=6
Regiao de
admissibilidade
17
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Exemplo Prototipo: Solucao grafica (II)

II. Determinar a solucao I

X2 a
A funcio objectivo Z =3x, +5x, $ |
define uma recta que pode ser ™~

™~~__(2,6) € a solucio

deslocada paralelamente no sentido
do seu gradiente (garantindo o
crescimento de 7)), até se tornar
tangente a regiao admissivel.

Neste caso o ponto de tangéncia
(2,6) optimiza a fun¢ao objectivo,
pelo que a solugdo pretendida € x,
=2, x, = 0.0 valor 6ptimo ¢ 36.

Nova 1Linha deve fabricar duas portas (Produto 1) e seis janelas
(Produto 2) por minuto obtendo um lucro de 36 Mil Mts por

INuto. 18
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NI Exemplo Protétipo:
3 recursos limitados a distribuir entre 2 actividades

Capacidade de :
producdo das 3 I ReCL,'\f,SOS'
seccoes —
Produtos a produzir: Act|V|dades
2 produtos >
Total de produtos a
produzir por minutos: >N|vel da act|V|dade]
X, e X, |—
Lucro por minuto: >Med|da da vantagem |
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Exemplo Prototipo (I1I)

A empresa Filtros de Napipine Ltd, dedica-se a producao de tres
tipos de filtros para automaoveis a saber: filtros de 6leo, de gasolina e
de ar. A manufactura de cada filtro requer o processamento em
cada uma das duas maquinas que a empresa possui, que estdo
disponiveis 40 horas por més. O tempo de processamento (em
horas) e o lucro unitario de cada Filtro sobressalente (em Mt)

apresenta-se na tabela seguinte:

20
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Exemplo Prototipo (II)

Capacidade utilizada por unidade

de producao

(em Mt)

Maquina F|Itrqs de Filtros de ar F|Itros_ de
oleo gasolina

1 0,02 0,03 0,05

2 0,05 0,02 0,04

Lucro unitario 250 200 150

O problema consiste em determinar as quantidades de cada tipo

de filtros a produzir por més de modo a obter um lucro

maximo.
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Capacidade utilizada por
unidade de producao

Maquina Filtros de | Filtros de | Filtros de | Capacidade
6leo ar gasolina disponivel
1 0,02 0,03 0,05 40
2 0,05 0,02 0,04 40
Lucro unitario
(em milhares 250 200 150

de Mt)

Faculdade de Engenharia — Investigacao Operacional

Exemplo Prototipo (II)

Maximizar Z =250x; +200x,+ 150x ;
sujeito a:
0,02x ;+0,03x ,+ 0,05x ; < 40
0,05x ;+0,02x ,+ 0,04x ; < 40

x;20,x,20,x;20

X7, X, X3 - 0 numero filtros de oleo, ar e gasolina

yA — o lucro total mensal.

22
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AN Exemplo Prototipo (I1I):

2 recursos limitados a distribuir entre 3 actividades

- .- L
L

Capacidade de produgao Recursos

das 2 maqumas

Produtos a produzir: Act1v1dades

3 produtos
Total de produtos a
produzir por mes: >N1vel da actividade 7 :
X1,%5 €X; I

sl por i >Med1da da vantagem: Z |
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NN O modelo de PL.

Os parametros do modelo de PL para um problema onde estiao
envolvidas N actividades e M recursos podem ser definidos utilizando

a seguinte tabela:

Utilizacao do
recurso por
actividade
Actividades |1 2 N Total de
recurso
Recursos disponivel
1 a; A aN b,
2 ll21 a21 coe aZN b2
M aMl aMz con aMN bM
Lucro unitario ¢, ¢ . CN
Nivel de actividade | x; x, . Xn
onde a; Iz bl- Sef sdo constantes, X.— varidveis de decisdo (i=1,2,...M, j=1,24...N)
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NN Formulacao Matematica do Modelo de
PL.
Funcdo objectivo
Maximizar(minimizar) Z=c;x;+ c,xX,+ ...+ cyXy
sujeito a cohIna Jj restri¢oes
apXx;t apx,t... ta’x; +..Fapnxy {5,524 b,
ay; X+ apx,t.. tay;x+.tapnxy {524 b,

linhai —>allx1+ al2x2+ PP + a]x] +...+a NxN {< — >} b

Condicoes de ndo
xl, xZ,ooo, xj,ooo,xN 20 +—

negatividade
onde a;;, b- € ¢ (i=1.2,...M,j=12,..N) sdo constantes € em cada
restri¢do apenas se verifica uma e s6 uma das relagbes {<, =, >
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Exemplos classicos de PL

I- TRANSPORTE:

Suponha que um sistema de distribuicao alimenta N armazéns a partir de
M grandes unidades produtoras. Conhecendo os custos de transporte, a
procura prevista para cada armazém e as capacidades (maximas) de

producao de cada unidade, determinar o programa de distribuicao com menor custo.

II- COMPOSICAO:

Conhecendo os conteudos caldéricos e vitaminicos de diversos alimentos,

bem como os seus precos, optimizar a composicao da dieta a adoptar de modo a

minimizar o seu custo e a satisfazer niveis minimos de calorias e vitaminas.

26
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Exemplos classicos de PL

I1I- PRODUCAO:
Suponha que uma fabrica é capaz de produzir N produtos
distintos utilizando M recursos limitados, os quais podem ser :
horas de trabalho, tempos de operacao de varias maquinas,
matérias primas, servicos, etc. Conhecendo o lucro unitario, as
quantidades de recurso utilizada para cada produto, e as

quantidades de recursos disponivels, determinar o plano dptimo de

produgdo (com maior lucro).

27
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’ O modelo de PL: Conclusoes

Os problemas de Programag¢io Linear podem ser

formulados de acordo com um modelo matematico geral,
que consiste na determinacao de valores nao negativos para

as Variavelis Xy, X,,..., X;,..., Xp, @ satisfazer um sistema de

/)
M equacgoes (inequagoes) lineares que maximizem ou

minimizem uma funcao (real) linear dessas variaveis.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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