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w Faculdade de Engenharia - I Optimizagao

Aula4 /Programacao:kinear (PL)

A O modelo de Programacé&o Linear.
0 Forma Padr«o (o0standardodo) e
d Conceitos fundamentais.
d Outras formas do modelo:
A forma cartesiana
A forma matricial
A forma vectorial
A Propriedades fundamentais da Programacéo Linear:
d Reducao a Forma Padrao
0 Conceitos Fundamentais.
0 Teorema Fundamental da PL.
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O Modelo de:PL.
Funcao objectivo
Maximizar (minimizafy ¢, x;+ C,X,+ € Gy Xy,
sujeito a: coITnaj restricoes
X+ aX+ € X%t thXnaf ¢, =2} by
A1 X1+ BprXo+t € Lk T HhXa{¢, =2} b,
e
inhai — &1 X+ G,X+ € i + & {yx@¢ =2} b
é
a1 Xt ay Xt eaytx + o eaf Xy {¢ =2} by

p s Condicbes/de nao
Xy, X, € X, €Xy20 — 7

a
a

7

negatividade

ondea;,hec(i =1, 2, &€, M,) sqo cohsta@me ,
cada restricao apenas se verifica uma e so ydha=gas relacc
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FormmaadPad rswoda(di’'s.t and

Quando as restricoes de um modelo de Programacao Line
sao apresentadas forma de equaizesas gque esse modelo
esta ndorma padram standadd) .

Maximizar Z=c;X;+ C,X,+ € + CyXy

(Minimizar)

sujeitoa
A X+ ApXt € Xy =dy
Xt ApXy+ € Hy Xy &b,

é
Ay X1t ayaXot € XA = by
Xy, Xy, €
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Forma:Canonica.

‘%& Quando as restricoes de um modelo de Programacao Line

sao apresentadas forma tieguac@izsse que esse modelo
esta ndorma canonica.

Maximizar Z= ¢ X;+ C,X,+ € + ¢y Minimizar Z=c;X;+ C,X,+ € + CyXy
Xy sujeitoa
sujeitoa

A Xg+ Xt
A Xg+ Xt

e +yXy? ba
e +yXy ¢ ba QX1+ X, + €y Xy2ab,
X1t 3pXy, + €y Xy Gab, e
e Ay 1 Xyt aMZXZ &
Ay Xgtay X+ €

TN Xﬁzb
Xp, Xz, €€, X2
X1y X, € X € ,Xy 20
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Operacoes-deRefarmulagao

|. Qualquer problema de maximizac&o pode consertem
problema de minimizacao, pols:

maximoZ = - minimo (-2) |
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Operacoes-deRefarmulagao.

Il. Qualquer restricdo de desigualdade détippode ser
convertida numa restricao do tgd@ multiplicando por -1)
ambos 0s seus membros.

A X1t GoXot 6 Xy Gab, I

- Q1 Xy- @oXo- € —aXy 2 -D
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Operacoes-deRefarmulagao.

[Il. Qualquer restricdo de igualdade pode ser convertida em
duas restricoes de desigualdeti@squivalentes aquela.

A Xyt 6 Xy b Xyt 6 Xy ab,
Xyt 6 X 2ab,
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NN Operacaes-deRefarmulagao.

V. Qualquer restricio de desigualdade pode ser convertida n

restricao de igualdade, atraves da introducdo de uma nova
variavel\ariavel de desviolgpx,,, de valor nao negativo.

Qi Xgt 6 Xy b, I
<::> b-a,%-¢€e-auyxy20

<;:> Xne1= B-351X- € -a X2 0

a1 Xt G NXN BXyi1= B Xn+1 2 0 I
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Operacoes-deReformulagao.

V. Qualquewariavel livte (nao restringmdaondicao de nao
negatividagede ser substituida por um par de variaveis nao
negativasx;' 2 0 ex;" 2 0, fazendo:

e deste modo formulando de novo o problema em funcéo dest:
duas variaveis.
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B

Conceitos :Fundamentais(1)-

A funcaamaximizgminimizar),
Z= CX;+ CoXo1 € + Cy Xy,
desigrsaporfuncio objectivo(t.o).

%As equacdesguacoes)
designas®otrrestricoes
B . 20 éx. 2
As desigualdaggs0, x.,2 0, éx, 2 0
designasa porondicoes de ndo negatividade

12
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Conceitos:Fundamentais(2)-

.y

As variavers, X5, ... , Xy,
designase parariaveis de decisdo

As constantes,
designa®orcoeficientestecnologicos

As constantésg
designaw®ortermosindependentes

B
-
B

As constantes
designas®gorcoeficientesda funcio objectivo
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.

Conceitos fundamentais(3):

Qualquer especificacao de valorasdparia de decise
(X1, X5, €Xy )gue satisfagarestricoes do modelo eje
condicOes de nao negatividade

desigrs®e pasolucdo admissivel

b3

O conjunto de todas as solucOes admissiveis
desigrs® parg/ao de admissibilidade

Uma solugao optima maximizaminimizaa funcg
objectigobrmda regiadeadmissibilidade

14
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Objectivo.da PL

O objectivaa PL é determindeentreassolucbéagmissiveis,
uma que sejaa o me | hroedidpelovalorda funcdo
objectivo do modeld®or "melhor” entengeo /maior ou
menor valor, dependensi®o objectivé maximizar ou

minimizar.
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Solugdes:docRProblemasdePL

A Um problema de PL pode ter:

d uma unica solucao optima
A ou

d multiplas solucdes optimasn@ infinidade
A ou

d nao ter optimo finito

A ou

0 nao ter nenhuma soluciegte caso o problema é Jmpossive
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Exemplo! Prototipo: Formulacéo

Capacidade utilizada por -
unidade de produgéo Ma_X|_m|zarZ = 3X1 + 5X2’
: sujeitoa
~ Produto | Produto | Capacidade
Secgao N° 1 2 disponivel X1 ¢ 4
1 1 0 4 > 2x, ¢ 12
|
X, + 2X 1
2 0 2 12 <54 , ¢ 18
3 3 2 18 X;20,%X,20
Lucro unitario 3 5
(i MY X; 50 nimero de unidades do pr

produzidas por mirutb,2.
Z d o lucro total por minuto
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Uma:Unica SolugioOptima

No exemplo protétipo determinamosuma unica solucao pptim:
X,= 6, X, = 2, onde afuncao objectivoalcanca o sewalor
maximd=36.

(2,6) é a solucao

admissiveis

1+
Sy 18
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Se um problema de

QQ PL tem solucbes

Multiplas-Solugdes Optil  optimas mattiplas
entao tem um
nuamero infinito

No exemplo prototipo mudamos o lucro delas.

unitario doprodutode 5 para RAts, i.e., a Xz 4
3x, +2x,=18

funcdo objectivo é agora a recta)g=3
2%, °B

(af.o0. tem 0 mesmo gradiente da recta dg

Infinitas solugdes

restricao 8+ 2x,=18).

Todos os pontos (uma infinidade) do

segmento de recta AB, sao solucoes
optimas, pois todas alcancam o melhor
valor dd.o.: z=18.

19
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O Problemanéotem OptimoFinito:

Se as restricOes nao evitarem o crescimento indefinido do valor da funcéa
objectivo Z, no sentido favoravel (positivo ou negativo) @mi@ilema nao te

optimo finito.

X2,

No exemplo protétipo, eliminando
as restricoes: |
2x ,¢ 12, 3x+2x,¢ 18, aregido N

admigsiveis

de admissibilidade fica nao Iimitada\

~ . . 2 +
e o valor da funcao objectivo pode a 7= 50 +2x

crescemdefinidamardsta regiao.

20
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O problemaréimpossivel

Se nao existirem solucdes admissiveis (o conjunto de solucd
admissiveis € vazio), entao o problema n&o tem nenhuma

solucaoo problema e impossive/

21
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QQ Qutras formas do-modelo:

19 Forma Cartesiana.

Sujeitoa

Aoy Xg T ApoXo T
é

X; X &€ Xy 20

Maximizar Z= c;X; + C, X, + € + CyXy

a; X+ apXt e+ Xy Cd,

Xt Ay X%t € fyxa ¢ by

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

Maximizar Z = a_ C X

N

]
=1

22



% Faculdade de Engenharia - I Optimizagao

QQ Qutras formas do-modelo:

2° Forma Matricial.

Maximizar Z =C X
AXCDb
X20

Maximizar Z= c;X; + C, X, + € + CyXy
Sujeitoa
Xt Xt €t Xy Cdy
Xt ApXo+ € HyXy &b,

é
Xt Ay X%t € fyxa ¢ by
X Xp &€ Xy 20

c=[a, G ] X =[x, x4

b=[b,b,,.. h,] |
A=la] o=[oo..q

(M2 N)

23
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VY
NN

Qutras formas do:-Modelo;
3% Forma\Vectonal

Maximizar Z =¢ X
XREXE+. R ¢R

Maximizar Z= c;X; + C, X, + € + CyXy
Sujeitoa
A Xt Xt

Aoy Xg T Qoo Xo T+
é
Ay Xt Ay Xt

X; X &€ Xy 20

e +,y Xy & b,

é +,Xa ¢ b,

xj20

j=12.....N

S I Y
¥ :[aij’a‘Zj""an]' R =[b1,bz,---hw] |

24
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Redug¢ao a FormaPadrao«(1)

O primeiro passo para a resolucao de um problema de PL consi
na suaeducacf@rma PadrdoPara isto é precisonvertss
restricoes funcidedesigualdaderestricoes equivalermjealdade
umarestricao de desigudkligeoto pode ser convertida nu
restricdo de iguatdicienanaima nova variéde negativa
(variavel desvio ou fakga):

aq.x;+ e tyxat b, U a,x,+ Xy & Xy = b

Xn+1 2 0

25
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Redug¢ao a FormaPadrao«(2)

umarestricao de desigudklfigec? 6 pode ser convertida numa
restricdo de iguastiddiaindo uma nova variavel na(vaegas;
desvio ou folga:

a . X;+ e tyXa@® U a x;+ Ei Xy @ Xy = b

Xni1 2 0

26
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NN Exemplo Prototipo.
Reduc¢do a FormaPadrao:

Restricao de Variavel de Restricao de
desigualdade folga igualdade
12
X, ¢ 4 X3 X, + X; =4
2
2%, ¢ 12 X, 2% + X, =12
3a
3%, + 2%, ¢18 X 3X+ 2%+ X =18

27
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NN Exemplo’ Protoétipo. e %TSSX?L? de
Reduc¢ao a FormaPadréo: coeficientes nulos
na f.o.

Faorma:anonica

Maximizar Z=3X;+ 5X,

sujeitoa
Xy ¢ 4
2x, ¢ 12
3X,+ 2%, ¢18

Xy, X, 20

=

Fornma P adrao

Maximizar Z=3X;+ 5X,

sujeitoa
Xy + X3 = 4
2 X, + X, =12
3X;+ 2%, +X; =18

2
X1y Xo, Xg, X4, X520

28
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w Faculdade de Engenharia i Op A introdugéo destes

QQ conceitos sdo

: necessarios para a
Conceitos Fundamen compreensao do método

Simplex.

A Suponhase que:
d m - numero de restricdes funcionais,
d n - numero total de variaveis @e decisao e de folga
0 b,20,(F1, 2, -muoaso contrario multiplicar por {1)
0 o problema de PL se encontra na forma padréao:

Maximizar Z=ci X1+ X2+  €ChXq (4.1)

sujeito a
A X1+ QX+t € BunXn =Dbi (4.2)
QuX1+ AnXz+ € BnXn =Dy
e
Am1X1+ AmaX2+  €3knXn = b

X1, X2, &m€ ,%Xn 20 (M €n) (4.3)

29
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Conceitos Fundamentais

Qualquer conjunto de valores para as variaveis
(X, X,, €X,) que satisfaca as restricGes e quedstpa uma
solucao do sistema de equac@en lineares

desigrs® paso/ucaa

Umasolucdoadmissiveleumasolucd= (X, X,e ,X), X
/ A, quetambémerificascondicGésndonegativida@es), i.e,
todoesseusaloresamaamegativos

% O conjunto de todas as solucoes admissiveis
desigrse pawrg/do de admissibilidade.

Umasolugcdo optima maximizéminimizad funcaobjectiamb
todaaregiadeadmissibilidade
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NN Comocdeterminar uma solugao-do
problema de PL na formaPadrao?
Maximizar Z=ciXi1+ c2x2+ échXn (4.1) c(A) - caracteristica de um
sufit 3 , R
auxi+ gi2xe+ € danxn = b1 (4.2) colunas de A linearmente

aixXi+ azx2+ € @ xn = b2
e
amiXi+ gma2x2+ € d@mnXn = bm

independentes

X1, X2, &mé ,xn 20 (m €n) (4.3)

Para determinar uma soluc&o do problema de PL é preciso resolver o sistema
equacoes lineares (4.2). Este sistema é constituttegpac@sincognitas,
Suponha quecaaracteristieamatriz do sistema é igual a(A)=mg quemn¢ n .

Este sistemi&am umanfinidade de so|ucd@sdese portanto dum sisteipassivel e
indeterminado dengralsto significa que podemos exprimwariaveis em funcéao

dasn-mrestantes. -
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NN Exemplo’ Protoétipo.
Resolucao docSistemarcde) Equacoes:Lineares.

O sistema de equacdes lineares e constituid@egaacoes 5

/incognitas, onde3 ¢ 5. A caracteristica(A);&

Maximizar Z=3x,+ 5x, /F-)l P, P, P, PS\ )>((1 P
sujeit)c:la o _ . 1 01 O 0 X2 . 4(_)
B ko8 0201 O x [T 4
Xy %o, Xg, Xy, X520 KS 2 O O ]_y X4 18
Xg ‘ ,

Este sistema tem um#inidade de solugcdes,tratandese portanto dum
sistema possivel e indeterminadde grau5-3=2, o que significa que

podemos exprimB variaveisemfungdo das restantez.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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(ReSolucaon dosistemacderequacoes lineares

pelocMétodoGauss

-Jardan.

5% L1-L3

!

Po P, P, P; Py Psg
4 | 10 12/ 2 1 0 10 O
12 ZF(?B 01 012 0
182" LX)+ i
S \O 2-3 0 1
A 4° L3 /(-3 /P1 P, P Py Ps
4 |:‘> 1010 0
6 O 1 012 O
O 0O 11/3-1/3
- 6< \
20 Ficam reduzidas as
colunas {P1, P2, P3} a
6 uma matriz identidade |I.

.Q outoZEy

Jorge Nhambiu

|- Reduzir 3 colunas de A a uma matriz identidade 1. I
/‘

P,P,P]P, P,
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NN Resolucao dorsistemacdeequacoes
lineares: pelocMétodo'Gauss -Jordan.

Il - Atribuindo valores arbitrarios a X, e Xg,asvariaveis Xq, Xy, X3

podem ser expressas em funcéo de X,€ Xg.

. e ple, P Po\ nfinidade de |y | [ A
solugoes
1 O OfF1/3 13 2 |:F> x.=l , | i A
0 1 Olw2 0] 6 22
KO 0 1l1/3-1/3 2/ X1:2 +1/31 1—1/3' 5
X,=6-1/21] ;
Xq=2-1/3| +1/31 ,

Obviamente, quando= | ,= 0, uma
solugao seriax;=2, X,=6 ,X;=2 ,
X,=0,%=0, i.e., X=(2, 6, 2, 0, 0).

34
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QQ Base do Sistema:
Variaveis basicas enao basicas.

Se umasubmatriB ., da matrizA do sistemae equac
correspondeantestrico@s?) énaosingular.e, o determina

B...enamulo,

mxm

entas, , desigrsmpor base

As mvariaveig,, X,,6 , X, , correspondeagesiunaseB,,

xXm

,designa®porvariaveisbasicaseasrestantasnvariavess, .,
Xm+2 ’é ’ Xn

designas®orvariaveisndo basicas

35
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(~aolucao Basica e:Selu¢ao Basica’Admissivel.

como o determinant

Sem perda de generalidade, suponhatpseR é de B € ndo nulogela
P J P definicdo de base),

sistema de equacoe

BXg =b tem solucéo
Unica

compostgpelasmprimeiras colunas, i.e., BR{, P,,....P,}

B

Obtémeumaso/lucdobasicaparansistema?) atribuindovalo
0 as n-m variavels ndo basicas X.,.; , Xms» € , X, €
determinangoasolucdmaraasrestant@s variavei/sbasicasx,,
X5, , X e, X = (X¢, X,,& ,X%X,0€e ,0), ondeXz=(X;, X,
& , X) éaunicaolucamsistentdX g =b.

Se todas as variaveis basicas da solucao basica
X=(Xq, X5, 6X,0, €, Jo negatimasentao X € uma
solucdo basica admissivéSBA).
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NN Solugéo Basica Degenerada:

Suponhase X= (X{, X,, €,X,,0, €0) uma solucao baspara o
sisten(d.2) com as correspondentes variaveis basias é X,

Seaalgumaariavelbasicax,,X, e , X, for igual a zero,
a solucdobasicadesigrsapor
solucédo basica degenera

B

Sdaodaasvariavelmsicafordo nulas
a solucdobasicadesigrsapor
solucdo basica nao degenera

37
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NN .
Exemplo! Prototipo: Base, SBA:

A\ matriz B compgestiasolunas BP;, P,, P} € umabase do sisténa
determinante d&é nao nulopeloque o sistema de equadd¥s=b tem solucéo

unica.

~ Y
/F-’l . PO\ Ps P, Ps Xg P,
1 4 __ 1 0 O X, | | 4
0 12 01 0x,|7| 12
\3 18/ &O 0 ]y | X5‘ | 18 |

X=(0,0,4,122,18 &
umasolucao basica admissivEébBA)
correspondente a esta base.

X=4 ,X,=12,X=18 sdovariaveis
basicase X; =0, X, =0
saovariaveis nao basicas. aa

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

Obviamente %4, x,=12,x.=18 ¢é
a unica solucao deste sistema.
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NN Quantas:solugbesibasicastem um
problemade PL?
Matriz das restricoes O numero desolucées basicag igual ao
do exemplo Prototipo nimero de matrizes 3x3 que podem ser
~ ~ extraidas da matriz A com determinante na
P, P, P; P, Ps nulo
1 01 0 O
A=l0 201 O an o 5_10
N TR — 1o
32 00 1 - (n m)! e
o _/
Existem 1Gubmatrizesandidatas a bases:
By={ Py, P, Py } B ={ P;, P;, Ps } - determinante nulo
BZ={ Pl’P3’P4} B7:{ P21P31P4}
B;={ P,,P,,Ps } Bg ={ P,,P;, P }
B,={ P, P, P, } B, ={ P,, P,, P; } - determinante nulo

39
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Exemplo Prototipo:
Matrizes-com determinante nulo.

R =
Ao 201 o0 ¢ 5 00 O | Bel =0
@ 2 00 1/ 4 KB 0 1/
O determinante g& muly B ndo é basé o sistema é indeterminadcl
BRI EE=S
AZlo201 o0 - | 2 1 ol |Bsl=0
G) 2 00 1/ \2 0 1/

O determinante g il B ndo € basé o sistema é indeterminadd

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Exemplo’ Protoétipo.
Solugdes:BasicastAdmissiveis:

. R
P PP (e e ) [] |
= 4 1 0 O X — 4
02010[)(:_0>Blo_010 21 =]
3 210 0 47 ) 18
De(B,y ndo nuld SBAX=( 0, 0, 4, 12, 18) |
. R .
PP B P Py | e (rr P ) %] [ e
— | = 1 O 1 Xl — 40
2 0
Y, KB PARRE 18

De(B)) ndo nuld SBAX= (2, 6, 2, 0,
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N Exemplo Prototipo.
Solucoes Basicas Admissiveis.
v 23 T4 P5\ = (pp, P, ) P
1010 0 |57 172 Fa | X 0
—pB=| 10 Ofx =1
02010 4 12
3200 1 |5 A R 18
\C _J \‘3 2 (2/ X4 . ,
De(B,) ndo nulb SBAX=( 4, 3,0, 6, 0) |
. N .
| - 1 0 O] x, 4
0201 0 5"° 01 ol x, |9 12
2200 1) (501 x)|n

De(B,) ndo nuld SBAX= (4, 0, 0, 12, 6)
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