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Programacao Linear (PL)

Aula 8 : O método Simplex.
Casos particulares.

— Empate no critério de entrada.
— Optimo nio finito.
— Solucoes optimas alternativas.

— Degenerescéencia.
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INiCIO aria — Optimizacao
Forma Padrdo

Identificar uma SBA inicial. ‘

Construir o quadro Simplex correspondente

—> Calcular os custos reduzidos ‘

m FIM

—

J

Snti ? . 30 6nti 1"
Sirgid Elznztl. : bl Sim ' Solucao optima !!!
Nao
Determinar a variavel ndo bdsica que
entra

criterio de entrada

"p!lmo nao FIM

—— O problema nao tem
optimo finito

Critéri 0 finito  Sim

Determinar a varidvel bdsica que sai
criterio de saida

v
| Calcular nova SBA ‘

Actualizar o quadro Simplex
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Caso 1: Empate no critério de entrada

O maximo dos custos reduzidos € atingido em mais do que
numa variavel ndo basica.

Criterio de entrada:

7: = C;

max y ¢;-3; | ¢;- ;>0 }=¢; -z, = ¢,

Solucao:
Escolhe-se arbitrariamente uma para entrar. Qualquer que seja a

escolha o processo converge para o Optimo.
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QQ A regiao de

Caso 2: éptimo nao finito. _agimissibihdade € nao
limitada e o valor da f.o.

cresce indefinidamente
Critério de éptimo nao finito: nesta regiao.
Nao existe nenhuma componente positiva na coluna pivotal.

Criterio de entrada:

coluna pivot.

J

xl soe x,, oo xm ﬁg’lfls’;ea Nao 0 le':(;Il)I\ldema
Xgp sl Xpp | 000 Xy S - ent ndo tem
x21 oo dl xzr eoo xzn \\\\xir >0 ? 6ptim0 ﬁnito
: [Sim
Xml | Xmr *** Xmn O vector P, da matriz de restrigoes

estd em condicOes de entrar na base
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(NN Caso2: Optimo ndo finito. Exemplo.

12 3 0 0 0
Maximizar z=2x;+ 3 x, CB XB xl x2 x3 X4 x5 E
sujeito a X _
2x, + 2x, 2 6 2 1 1 0 112 0 1
-x;t x, <1 3 X5 0 1 1/2 (_) 2
. 0| x. |lo 2 1] 1
Xy, X3 20 zJ 2 3 -5/4 -1 0 o
G=Zil 0 0 54 1 0
lodas as componentes da \Zi 1 0 0 -1 1 2
coluna pivotal sdo ndo 3 X, 0 —1+—40_ 10 1 3
positivas (sdo todas <0): 4
o problema nao tem 0 X3 0 0 ! =2 4
optimo finito Z; 9] 3 0 2 5 (13
G-zl 0 0 0 @ -5
maximo 6
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QQ Caso 2: Optimo nao finito. Exemplo grafico.
Maximizar z=2x, +3x, X, A
sujeito a 2
2x;+ 2x, 26
-x+ x <1
x <3
xp, X5 20 4 L
2x, +2x,=6 | | / x,=3
3
N ?%17
2 L Regidq de
admissibiki S
3
-x,; +x,=1 N |
\/ 25
1 2 3 4 5 X1

A regiao de admissibilidade é nao limitada e o valor da f.o. cresce
indefinidamente nesta regiao, o que significa que o problema nao tem 6ptimo
finito.
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Regiao de Admissibilidade Nado Limitada e Optimo finito. Exemplo grafico.

Se mudamos a f.o de z=2x ,+3x, para z=-x,+3x, este novo problema
tem Optimo finito

solucdo

optima

2x, +2x,=6 _\
3

Regiao de
admissibilidade

-x,; +x,=1 —\\/1

1 2 3 4 5 X7
A regiao de admissibilidade € nao limitada e o problema tem 6ptimo finito.
O ponto (2,3) € a solugao 6ptima com um valor éptimo igual a 7.
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Caso 3: Solucoes optimas alternativas.

O problema tem uma infinidade de solu¢ées éptimas das quais pelo menos
duas sao solugoes basicas e as restantes podem ser obtidas por combinagao
linear,convexa daquelas

Como identificar a existéncia de solucoes
optimas alternativas?

Quando no quadro simplex optimo existe alguma variavel nao

bdsica com custo reduzido nulo ( ¢;- z= 0 ) com pelo menos

uma componente positiva na correspondente coluna do quadro.
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QQ Caso 3: Solucdes optimas alternativas...

Suponha-se que foi encontrada, na iteracao k, a solugdo optima Xk com z* como
valor da f.o. e que no quadro Simplex existe uma varidvel ndo bdsica com custo
reduzido nulo e com pelo menos uma componente positiva na correspondente
coluna do quadro Simplex.

|:> a entrada desta variavel ndo bdsica corresponde a
uma nova SBA X**1

261 = 7540 (¢, ) = 2+ 0 (0) = 2* , i.e., 0s valores

da f.0. coincidem

|:> XK+ ¢ também solucdo optima.

Assim podemos, sucessivamente, identificar todas as solucées basicas alternativas.
As solugoes optimas ndo basicas podem ser calculadas como combinagao linear
convexa das solugoes basicas optimas:

X*= X% 4+ AX*o+ .. +AX*, 0<h < 1
X*,,.., X* — SB optimas 10
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(N"Caso 3: Solucoes optimas alternativas.
Algoritmo.

critério de optimalidade Nao

% —  X*é optima
iteracdaodk '

J .
basica

l Verificar a existéncia de

—> solugoes optimas alternativas
com
—z>() ?
Gzl X Niio FIM 11!
basica com —>  Existeuma
Sim c;—z=07 solugdo dptima X*
J
Verificar que P,
pode entrar na o
Shiteil base Na, Calcular SNBA 6ptimas
— alcular algum (no caso de R correspondem
nova SBA

aos pontos duma semirecta)

1°. Calcular SBA 6ptimas alternativas.
2°. Calcular SNBA 6ptimas como combinacao linear
convexa das SBA (no caso de R2 correspondem aos pontos dum segmento de recta)
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Caso 3: Solucoes optimas
alternativas. Exemplo grafico

A funcao objectivo alcanca o seu valor maximo em qualquer ponto do segmento de

recta CD. Este segmento de recta constitui o conjunto de todas as combinagoes

lineares convexas dos pontos C e D.

Maximizar Z=3x,;+2x,
sujeito a

X; <4

2x, <12

3x; + 2x, <18
x; x, 20

X24
st % SOLUCOES MULTIPLAS
B- C
. B
= D
2 -
A 2 E 6 x

o gradiente da fun¢do
objectivo coincide com o
gradiente da recta da 3“

restri¢do do exemplo,
i.e., as rectas da funcdo

objectivo seriam
paralelas a recta
3x;, +2x,=18.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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N
Réqliada Estrela:

=2 -(0x3/1)=2

32
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Solucoes optimas alternativas.
Exemplo: Quadro 1

C; 3 2 0 0 0

1

© =0 -(1x3/1)=-3

0.

33

0

=0 -(0x3/1)=0

34

4

=18 -(4x3/1)=6

18

3b

0! X5
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QQ Solucoes optimas alternativas.
Linha 1: NAO MUDA Exemplo: Quadro 2

Linha 3: dividir pelo pivot G 3 2 0 0 0

Linha 2:

0 12
12 3
-1 6

O O W
=
N

0
2) 0
0

O = N

0 1
-3/2 0
3 1

14
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QQ Determinando solucoes optimas alternativas.

Exemplo: Quadro optimo

A solucdo X=(4,3,0,6,0) cj 3 7 0 0 0
que corresponde ao ponto
D=(4,3) é optima. O valor CB Xg xl x2 .X'3 X4 XS b
optimo é 18 3 X, 1 0 T 0 0 4
o 0| x,/lo o 3] 1 -116]
variavel ndo bdsica x; 7
tem : c¢;-2z;=0, ena : } 0 1 32) 0 2|3
coluna do quadro Z; 3%06 0 1 18
existem coeficentes C.-Z. )
positivos = existe J J 0 0 g 0 -
solugoes é]?timas 3 X 1 0 0 13 13| 2
alternativas
0 X3 0 0 1 173 -1/3 | 2
A solugdo X=(2,6,2,0,0) que X 6
corresponde ao ponto C=(2,6) 2 2 0 1 0 12 v
também é optima com o mesmo Zj 3 p) 0 ﬂ\ 1 18
valor optimo 18
¢zl o o o (o)1 |,
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Determinando solucoes optimas alternativas.

3 2 0 0 0
A solucdo X*=(2,6,2,0,0) CB XB
que corresponde ao ponto
C=(2,6) também é optima 3 X1 1 0 0 -3 13 2
com o mesmo valor éptimo 0 X3 0 0 1 173 =13 | 2
18 2 %, 0 1 0 12 0 ¢
3 2 0 (0)1 18
0O 0 0 0 -1

A variavel ndo basica X, tem C,—Z, =(). A iteracdo extra ndo muda os
custos reduzidos, i.e., a varidvel basica que sai fica com o mesmo valor
nos seus custos igual a 0. Se continuar com outra iteragcdo vamos a obter
o quadro anterior, ou seja a primeira SBA dptima. Verificar!!!!

16
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é{aQ SOLUCOES MOLTIPLAS Determinandp as sglugﬁle? optimas
i} alternativas nao basicas.
B Existem duas SBA dptimas com o valor dptimo 18:
‘B » X*,=(4,3,0,6,0)-que corresponde ao ponto D=(4,3)
‘T » X*,=(2,6,2,0,0) -que corresponde ao ponto C=(2,6)
A . B o

Qualquer outra solu¢do ndo basica admissivel (SNBA) optima, X* , é obtida como
combinacdo linear convexa de X*, e X*,, atribuindo a A valores numéricos
diferentes entre 0 e I :

4 2 frerennlt Vo X 4+ /2 X 2 3

. 3 6 |1=1,| 2X3T72%x6 4,5
XE=Al o D5 "= yxorx2 | = | 1
6 0 X6+ x0 3

0 0 \1/2X0‘|‘1/2X0 0

A SBNA optima X*=( 3 4. 5,1,3 0 ) corresponde ao ponto
L=(3.,4.5) do segmento de recta CD 17
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NN Caso 4: Degenerescéncia &
“cycling”.

*Quando se esta a definir qual a variavel basica que sai e o minimo
¢ atingido em mais do que um dos guocientes (empate no critério de saida)
obtém-se uma solucao basica degenerada, 1.e., com variavels basicas

nulas.

*O Algoritmo Simplex nos casos de solucoes degeneradas pode
entrar em ciclo (“cycling”) i.e., pode comecar a reproduzir
periodicamente as mesmas solucoes basicas, mantendo-se constante

o valor da f.o. e nunca atingir o valor 6éptimo.

18
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(NN Caso 4: Degenerescéncia. Exemplo.

Maximizar Z=3x,+9 x, minimos
sujeito a C;
X, + 4x, <8 J 3 ) 0 0 - empatados
X, + 2%, <4 g | Xg | X1 A2 X3 Xy 8/4=2
2 0| X3 [1 L0 8'_‘ 42=2
Escolhe-se - O x4 1 2 O 1
arbitrariamente z.
para sair X; J O O
7% 0
X Soluc¢ao
A solucdo ) 2 0 2 degenerada
X=(0,2,0,0) ¢ 0| X4 ‘1/2 \ 0 -2 1 (0
degenerada
avel bdsi ,
(a varlm’;ida)aszca Xy € Zj 9/4 9 9/4 O 18
Ci-Z; 0 -94 0 .
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Caso 4: Degenerescéncia. Exemplo

Maximizar Z=3x,+9 x, J 3 9 0 0
sujeito a —
x, + 4x, <8 Cp Xp X1 X2 X3 Ay b 2x4=8
e s 90 | x L s 0| 2
x; x, 20 2 F‘ 0x2=0
| 0 Xq 0 121 minimo
Zi| 94 9 94 0 |18
¢i-Zi| (34) 0 -94 0
-~ Soluc¢ao
. 9 X9 0 | 172 -1/2 2{ degenerada
A solucao
X=(0,2,0,0) ééptima | 3| X, 10 .1 9 @
¢ degenerada
(a variavel basica x, ¢ . 3 9 30 30 | 18
nula) J
C;i-Z; 0O 0 -32 -312 2
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NN Caso 4: Degenerescéncia. Exemplo

Maximizar Z=3x;+9 x,
sujeito a

x; + 4x, <8

x; + 2x, <4

x; x, 20

Gr

afico.

x; +t2x,=4

xz A

Solugdo optima degenerada:
O ponto (0,2) é obtido como
interseccdo de 3 rectas
(equacgoes), i.e. existe uma
restricdo redundante

T~ Jfgido de

/ x; +4x,=8

admis?ibiﬁdgde
° | ’ e 218,
1 2 3 Sv_ 5 6 7 —8 X
21
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Caso 4: Degenerescéncia.

Degenerescéncia acontece quando no percurso do algoritmo Simplex

aparece uma SBA degenerada. Podem acontecer duas situacoes:

— O algoritmo Simplex pode entrar em ciclo (“cycling’), podendo
repetir a mesma sequéncia de iteracoes, nunca atingindo a solucao
optima.

— O algoritmo Simplex consegue continuar até atingir uma solucao
optima. Neste caso diz-se que a solucao ¢ temporariamente

degenerada.

22
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Qﬁolugﬁo temporariamente degenerada. Exemplo grafico.
Feasible Region in Decision Space

Maximizar Z=3x;+2Xx, g ol
sujeito a
4x, + x, <8
5 -
4x1 - xZ SS 4x1_x2=8
5 -
x; x, 20
P O percurso do algoritmo Simplex

¢ A= B— E, passando pelo
ponto B que corresponde a uma
SBA degenerada, i.e. a solugdo é

temporariamente degenerada

4x;,+ 3 x,=12

O ponto (2,0) ¢ obtido como
intersecgdo de 3 rectas: ® optimal solution
4x,+x,=8 4x;-x,=8,x,=0 ® feasible extrerne points

e corresponde a uma SBA . . .
infeasible extrerne points 23

degenerada
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NN Técnicas para tratar a
degenerescéncia.

*Para evitar a entrada em ciclo do Simplex pode ser utilizada uma das seguintes

técnicas:

— Técnica de perturbacao:

“perturbando’ ligeiramente o vector dos termos independentes

condictonando a escolha dos indice da linha pivotal.

— Regra de Bland:

condiciona a escolha dos indices da coluna e linha pivotal.

*A regra de Bland é mais elegante do que a técnica de perturbacao, mas,

computacionalmente menos eficiente.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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QQDegenerescenma.
Teécnica de perturbacao.

Foi introduzida por Charnes, 1952, e
¢ equivalente a outra regra: a regra
lexicografica apresentada por

Dantzig, Orden and Wolfe em 1955

Suponha-se que a matriz basica inicial (matriz identidade) ocupa as m primeiras

colunas do quadro.

Suponha-se que existe empate nos
indices s,...,q (correspondentes as

1°.Calcular: X
i
Ximil
\ . X. X X
iny %%, >0p="0=_="2
linhas do quadro) i=s..q | Xir X, Xy

em lugar de calcular os
quocientes entre os termos
independentes, calcular entre
as componentes com indice 1
nas colunas correspondentes

2°.Calcular:

i=s..q

. X
mim —|x, >0

X.:

r

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

Suponha-se que ainda existe | ln i1 ‘ X, > Oy="181 — "9
empate nestes novos quocientes i=s..q | Xir X Xgr
25
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NN Degenerescéncia. Técnica de
perturbacao.
em lugar de calcular os quocientes 3° Calcular::
entre os termos independentes, ) o mln{ i2 ‘ X, > O}
calcular entre as componentes com i=s..q | Xir
indice 2 nas colunas correspondentes

= . Xio Xoo _ _Xp2
>0 L = ==
—, mln{x ‘x } X X

sr qr

Se 0 empate ainda persistir, repetir o processo com

min{ﬁ‘xz‘r >0:7j =2,3,..m}
xl'r

i=s..q

este processo garante o desempate.

26
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NN Técnica de Perturbacao . Exembplo.

Maximizar Z=3x,+9x, | Para aplicar a técnica de perturbagcdo a matriz

sujeito a identidade deve ocupar as primeiras colunas do quadro
X+ 4x, <8 minimos

C.
X+ 2x, <4 J 0 mgzimo 3 ) _ empatados
x; %, 20 Cg | Xg | X3 X4 X9 X2 | b/ gi4=2
v
recalcular quocientes: () X3 L1 _~ 0 I 1 8 4=

1/4 em lugar 0 X 1
de 8/4=2 2/4/ 0

0/2 em lugar
de 4/2=2 Ci=Zzi1 0 0

Como existe empate nos minimos dos quocientes para lograr um desempate ¢ preciso
“berturbar” os termos independentes. i.e., em lugar de caleular os guocientes entre os termos
independentes, calcular entre as componentes da linha 1 nas colunas das varidveis onde existe o
empate (neste caso : x5 ex, ) min (1/4,0/2) =0 em lugar de min (8/4, 4/2) = 2.

Como existe agora um desempate a variavel a sair da base ¢ x, o7
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Degenerescéncia. Regra de Bland.

Foi introduzida
por Bland em

1977

1°. Escolher a coluna para entrar a base:

aquela que tem menor indice 7 que verifica ( - %) > ()

2°. Regra do quociente minimo:

. ] x
0 =06, =mi —=1x,, ., >0
Ximl

Se existir empate, escolher entre os quocientes que dao origem ao

empate aquele com menor indice .

28
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