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Programacao Linear (PL)

Aula 9: Método Simplex

Interpretagiao Economica do Método Simplex.

— Interpretacao economica das variaveis de decisao e de folga

do problema de PL.

— Interpretacao economica da mudanca de base e do algoritmo

Simplex.

— Escolhendo um 0 superior ou inferior a0 minimo dos

quocientes. Signiﬁcado econoOmico.

— Interpretacao economica em termos de actividades. Exemplo

Prototipo.
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EMplo Prototipo: Numero de Solucoes Basicas.

Faculdade de Engenharia — Optimizagao

é considerada a produgéo e capacidade Maximizar Z=3x,+5x,

utilizada por minuto.

Sujeito a
Portas com estruturas Janelas com estruturas X, +x; = 4
de aluminio de madeira 2x, +x, =12
Capacidade uilizada por o 290 X5 %gs 955 >0
unidade de producso
Sec;do MO Produto 1 | Produto 2 | Capacidade

disponivel /P P. P. P. P \

) : i ) 10100

2 ] 2 12

3 3 2 10 A={0201 0

Lucro unitario 32 0 0 1
(emMilh. Mt 3 5 \_ _J

O numero maximo possivel de solucoes basicas deste problema ¢ igual a 10 (o
numero de possiveis combinac¢oes de 3 nimeros que podem ser obtidas de 5

numeros).

Neste exemplo 2 sistemas sao indeterminados (ver.Aula 4) pelo que existem

apenas 8 solucoes basicas, das quais 5 sao admissiveis e 3 sao nao admissivelts.
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Exemplo Prototipo: Determinando

18

Det(B,) ndo nulo = SBA X= (2, 6, 2, 0, 0)
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duas SBA. [ x gp,
a ) .
Prmtt ) (ree) (] [
1 10 0 _| 4
02010[:>Blo—010 Bs=
32000 1) "4
O |/ 00 1 )| x5
Det(B,,) ndo nulo =SBA X=( 0, 0, 4, 12, 18) |
a ) ,
11) 57 1;1 g 1(; :;X“_O /PI %, PD Xg | [ p, |
| B: 1 0 1 Xl — 40
0201 0 [T o2 o . 0
3200 1
Y, \3 2 0/~ X3 ~ 18 |
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Exemplo Protoétipo.
Solucoes Basicas Admissiveis (SBA).

Existem 5 SBA que correspondem a 5 pontos extremos de K.

Pontos
Extr.

SBA

Base

A=(0,0)
B=(0,6)
C=(2,6)
D=(4,3)

E=(4,0)

X=(0,0,4,12,18)
X=(0,6,4,0,6)
X=(2,6,2,0,0)

X=(4,3,0,6,0)

X=(4,0,0,12,6)

B={P;,P,,Ps}
B={P,,P;,P5}
B={P,P,,P;}

B={P,,P,,P,}

B={P;,P,, P}

(0,6)

SBA

(0,0)
SBA
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x,=0

x,=4
x,+2x,=18

X,=6
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NN Exemplo Prototipo.

Solucoes Basicas Nao Admissiveis (SBNA)
Existem 3 SBNA que correspondem aos pontos onde
se intersectam pelo menos duas rectas e que
ficam fora da regiao de admissibilidade.

x,=4
SBNA Base
F=(0,9) | X=(0,9,4,-6,0) | B={P,,P,,P,} .(ﬁ) X)=
G=(4,6) | X=(4,6,0,0,-6) | B={P,,P,,P.} SBNA
H=(6,0) | X=(6,0,-2,12,0) | B={P,,P,,P,} T K D
1" 4,3)
__ sk\
A._ . x,=0
f } } } >
(0,0) E ﬁ
SBA (4,0) (6,0)
SBA SBNAS
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NN Exemplo Prototipo:
Interpretacao Economica das
Variaveis.
Dois produtos a ser produzidos em trés secgoes de producao:
— x, - quantidade de portas a produzir por minuto;
— x, - quantidade de janelas a produzir por minuto;

— x; - capacidade de producao nao utilizada na 1* secgao, por

minuto;

— x, - capacidade de producao nao utilizada na 2* secgao,

pOt minuto;

— x5 - capacidade de producao nao utilizada na 3* seccio, por

minuto;
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AN Interpretacao Economica da SBA
Inicial.
10 QUADRO : SBA inicial - X° =(0,0,4,12,18)

13 5 0 0 0 |
Co| Xp | X1 X X3 X4 X5| b
0 X3 11 0 1 o0 of4
0 |x4 [0 2 0 1 o012
0 |x; 3 2 0 0 1|18

00 00 0 0

e , . 195% 3 li 0O 0 0
Significado economico:
x,;=0, x,=0 nao produzir nem portas nem janelas

as capacidades de producao por minuto nao
x3:4, x4:12, X5:1 8 hutﬂizadas nas trés seccoes sao iguais as suas
disponibilidades
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pterpretacao Economica. Exemplo protétipo.
1° QUADRO : SBA Inicial - X° =(0,0,4,12,18).

= ~ - X1 Xy X2 X4 X
Analise-se a producido das janelas: 10100 | % 4
10 x3 = 12

01

18

X5
Explicitem-se as variaveis de folga em termos das variaveis de decisao:

| ) a capacidade de producdo ndo utilizada
19seccao / permite uma produ¢cdo mdxima de 4
portas por minuto

L a capacidade de producdo ndo utilizada
2xy+ x,=12 = x,= 12 - 2x, 23seccéo / permite uma producdo mdxima de 6

janelas por minuto

X tx;=4 = x=4-x,

a capacidade de producdo ndo utilizada
3+ 20+ x=18= L pac proaugao nac
33seccdo permite uma produgcdo maxima de 9
xs= 18 - 3x, - 2x, / janelas ou de 6 portas por minuto
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ATA Interpretacao Economica. Exemplo
prototipo.

o _ N0
I-%na 'gépslgoa' psr% {lnglggldaé ja&oépégflz’w)'

(a variavel x, entra)
Por cada janela produzida por minuto:

_ A = a 1“seccao nao é utilizada para
xX3=4 - x, 13aseccdo 0c¢
produzir janelas
_ ‘ sdo utilizadas 2 unidades da capacidade
X~ 12 - 2x2 2asecco de producdo da 2 sec¢do para
L ‘ sdo utilizadas 2 unidades da capacidade
xs= 18 - 3x; - 2x, 33seccdo de producdo da 3°seccdo para
produzir uma janela

produzir uma janela

10
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INterpretacao econdmica da Mudanga de Base.
Mover-se da SBA inicial: X°=(0,0,4,12,18) para outra SBA adjacente

A produ¢ao maxima possivel de
janelas € de 6 por minuto: o 3 5 0 o0 0
valor correspondente ao menor

. Cp | Xy minimo
dos quocientes: 12/2= 6
(12 18 S T O T
v, =min] 2 181 _g o [x,) [0 [2]0 1 o 12

2 2 ' :
0 ‘%o | 3 0 0 1 |I8&

18/2=9

<
=]
<
=]
=]
=]

Passa-se a produzir 6 janelas:

mdximo

fica esgotada a capacidade de producao da 22 seccao

a variavel basica correspondente: x,=0

|:> X, entra, x, sai

obtém-se uma nova SBA adjacente X! 11

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



Faculdade de Engenharia — Optimizagao

pI{pp\elrpretagéo economica da Mudanca de Base.
Calculando a nova SBA X!'= (0,6,4,0,6).

» x;= 0 - ndo se produzem portas,

» x,= 6 - a produgao de janelas passa a ser de 6 por minuto.

Os valores das variaveis de folga podem ser calculados substituindo os valores das
variaveis de decisdo nas seguintes expressoes que explicitam as variaveis de folga em

ter avei AY/ToN
X=4-x i ‘ xy=4 - a capacidade de produgdo ndo

13seccdo utilizada da 1°seccdo é igual

= x;=4 ]_ a sua disponibilidade.

x,=12-2x,=0 '23 5 | x,= 0 — a capacidade de producdo da
= x,=12-12=0 I_secc_;ao/ 2%secgdo fica esgotada

xs= 18 - 3x; - 2x,=0 !asec - | Xs= 6 - a capacidade de produgdo nao
. utilizada da 3“sec¢do e igual a 6

= x=18-12=6  ——
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NN Mudanca de Solucdo: de X° para X!.
Exemplo Grafico.

Xl :(096949096) Bl :{ P3 ” PZ’ P5 }

B=(0,6) I

X, entra X, sai

SBA (40)  (6,0)
SBA  SBNA
13
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Zqfterpretacao Economica. Exemplo protétipo.

X1 Xy X3 X4 X5 x
. o 10100 | 2 4
Analise-se a produgao das portas: 010100 |3 I= 6
X
30011 )¢ 6
. 5/

Explicitem-se as variaveis de folga em termos das variaveis de decisdo:

| ) a capacidade de producdo ndo utilizada
19seccao / permite uma produ¢cdo mdxima de 4

X tx;=4 = x=4-x,

portas por minuto
. | . ~ ,
x=0 S capacidade de producdo esta esgotada I
3x,- X4t X576 = i ] | a capac.zdade de produfrao nao utilizada
39secgao / permite uma producdo maxima de 2
portas por minuto

Xs=6-3x;—x,=6-3x,
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NN Interpretacao Economica.
29 QUADRO : SBA X! =(0,6,4,0,6).
Analise-se a producao das portas:

(a variavel x, entra)
Por cada porta produzida por minuto:

5 ‘ é utilizada 1 unidade da capacidade
xX3=4 - x, 13secgao de produgdo da 1°secgdo para
produzir uma porta

.
Xg— 0 23seccao

a 2“secgdo nao é utilizada para
produzir portas

L ‘ sdo utilizadas 3 unidades da capacidade
xs= 6 - 3x, 33@secgao de producdo da 3°seccdo para
produzir uma porta

15
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AN Interpretagao Economica.
Mover-se da SBA inicial: X!=(0, 6, 4, 0, 6) para outra SBA adjacente.

A produgao méxima. possivel de 3 5 0 0 0
portas ¢ de 2 por minuto:
Cp | Xp i =
o valor correspondente ao 41=4 |
menor dos quocientes: 0 | X3 1l 0 1 0 o0 J
. |4 6 ) 5 | Xx 0| 1 0 % 0 6 7 6/3=2
X = 1IN Tﬂg — 0 X5 3 0 0 -1 11 © ’ﬁ’fimo
5 wociente)
0 5 0 —— o |30 "
_ 3] 0 0.5 0
Passa-se a produzir 2 portas: -
maxXImo

fica esgotada a capacidade de producao da 32 seccao

|:> a variavel basica correspondente: xs=0

X, entra, X5 sal

obtém-se uma nova SBA adjacente X? 16
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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g{};@rpretagﬁo economica da mudanca de base.
Calculando a nova SBA X2= (2,6,2,0,0).

» x,=2 - a produgdo de portas passa para 2 por minuto.

» x,= 6 - sdo produzidas 6 janelas por minuto.

Os valores das variaveis de folga podem ser calculados substituindo os valores das
variaveis de decisdo nas seguintes expressoes que explicitam as variaveis de folga em

ter avei AY/ToN
X=4-x i ‘ xy=2 - a capacidade de produgdo ndo

13seccdo utilizada da 1°sec¢do é igual a2
= x=4-2 =2 :I—g
R a0 . N
=0 23seccio x,=0 aacapafzdade’ de producdo da
4 — 2“seccdo estd esgotada
Xs=0-3x I - | xs= 0 - a capacidade de producdo da
3dseccao

3“secgdo fica esgotada

= x=6- 6 =0 y=——

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Mudanca de solucdo: de X! para X2.
Exemplo grafico.

x,=0
0,9 xX=
X'=(0,6,4,0,6) I X2=(2,6,2,0,0) I 3&3 3x,+2v,-18 ’
X; entra B G X, =
0,6 )
B=(0.6) | = | s | o
X5 sai
BIZ{P3,P29P5 } B2:{P3,P2, Pl} ‘
A xliO
(0,0)'
SBA (40)  (6,0)
SBA SBNA
18
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QQInterpre acao economica

base.
QUADRO: SBA X2 =(2,6,2,0,0).

¢ Ii_5 0 0o o

Cp | Xg | X1 Xo X3 X4 Xs b
X300 0 1 + - L2
51 x 10 1 0 % 0o || 6
3 x| 1 0 o -+ |2
3
z |3 5 0 1
_ 3

Todos os custos reduzidos sio nio positivos (¢;-3;< () = a solugdo
X2 =(2,6,2,0,0) é a solucio dptima.

19
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NN Interpretacdo Econdomica.
Exemplo Prototipo: Plano Optimo de Producao

*O plano 6ptimo de produgio, por minuto, X* =(2,6,2,0,0) tem o
seguinte significado econémico:
*Referente a producao:
— produzir 2 portas por minuto;
— produzir 6 janelas por minuto;
*Este plano garante um lucro total de 36 Mil Meticais
*Referente aos recursos disponiveis:
— ficam sem utilizar 2 unidades da capacidade de producao da
Seccao 1;
— ficam completamente esgotadas as capacidades de producao

das Seccoes 2 e 3.

20
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@@Ihendo um 0 Superior ao Minimo dos Quocientes.

Em cada iteragao do algoritmo Simplex, durante o processo de mudanca de base,
e calculado um valor @ igual ao minimo dos quocientes : a variavel ndo bdsica

que atinge o minimo dos quocientes sai e a variavel basica que entra aumenta o
seu valor desde 0 até este valor 6.

O que aconteceria se em lugar de ser escolhido O como

minimo dos quocientes fosse escolhido um valor superior a

este minimo?

Se fosse escolhido um 0 superior ao minimo dos quocientes a so/ucao

®

bdsica que se obtetria ndo seria admissivel (SBNA), isto significa que

existe pelo menos uma variavel negativa nesta solucao.

21
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(~Escolhendo um 6 Superior ao Minimo dos Quocientes.

Exemplo Prototipo.
12 18 _
X, = max{;,;} =90 =0 = 9 C] 3 5 0 0 0

Linha 3: linha pivotal Cg Xp Xp Xy X3 X4 X5 |b
dividir pelo pivot 2 0 | X3 1 0 ‘ 1 0 0 4
Linha 1: NAO MUDA 0 | X4 0 121l 0o 1 o |12

o coeficiente na coluna 0 X5 | 3 ﬂ 0 0 1 |18 |
pivotal éigual a0 Zj 0 0 0 0 010
Linhag: linha anterim"— Cj 'Zj 3 5 0 0 0
(coeficiente na coluna pivotal x
nova linha pivotal) 0 x3 1 0 1 0 0 4
0 2010 |12
3210 0 12| 9 0 X4 -3 0 0 1 -I
300 1-1 |6 S| X% 32 1 0 0 1209

A nova solucio basica X!= (0,9,4,-6,0) ¢ nio admissivel: x,=-6<0
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QQ Escolhendo um 0 Superior ao Minimo dos
Quocientes. Exemplo Grafico.

x,=0

SBNA

0
F=(0,9)I X'=(0,9,4,-6,0) I P,, P, P, B
0

9
3x,+2x,=18

B

§B

Xr=

SBA
A=(0,0) I X0=(0,0,4,12,18) I P;, P, P, @R. —
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ﬁ@golhendo um 0 Superior ao Minimo dos Quocientes.

Interpretacao Econdmica da Nova Solugao X'=(0,9,4,-6,0)

»x,=0 - ndo se produzem portas

» x,= 9 - sao produzidas 9 janelas por minuto.

Os valores das variaveis de folga podem ser calculados substituindo os valores das
variaveis de decisdo nas seguintes expressoes que explicitam as variaveis de folga em

ter avei AYiToN
X=4-x i ‘ xy=4 - a capacidade de produgdo ndo

13seccdo utilizada da 1°seccdo é igual a

— X3~ 4-0 =4 ]_ sua disponibilidade

| x,= -6 — a capacidade de produgdo da

2“seccdo é ultrapassada em 6

=Xy = 12-18=-6 unidades

m
x, =12 - 2x, 23seccio

xs= 18- 3x, - 2x, 38seccko | xs= 0 - a capacidade de producado da
. 3“secgdo esta esgotada

=>x;= 18- 18 = 0 y——
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QQ Escolhendo um 6 Superior ao Minimo dos
Quocientes.
Interpretacao economica do Exemplo Prototipo.

O plano de producio X! =(0,9,4,-6,0) ¢ inaceitavel.

Em termos econdmicos, a escolha do 0=9 significa que se
pretendeu produzir 9 janelas por minuto, esgofando a capacidade de
producao (por minuto) da Seccao 3 e wultrapasson-se a capacidade de

producao (por minuto) da Seccao 2 em 6 unidades.

25
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@Q&)Ihendo um 06 Inferior ao Minimo dos Quocientes.

Em cada iteracdo do algoritmo Simplex, durante o processo de mudanca de base,
e calculado um valor @ igual ao minimo dos quocientes (ver capitulo 4.1.): a
varidvel ndo basica que atinge o minimo dos quocientes sai e a variavel bdsica
que entra aumenta o seu valor desde 0 até este valor 6.

ol

O que aconteceria se em lugar de ser escolhido 0 como o minimo

dos quocientes fosse escolhido um valor infetior a este minimo?

<=
\

A escolha dum valor de O inferior ao minimo dos quocientes nao viola

®

a admissibilidade da nova solugdo basica mas conduz a uma solucao

nao basica (SNBA).

26
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QQ Escolhendo um 6 Inferior ao Minimo dos
Quocientes. Interpretacao Economica.

No exemplo protétipo, logo na primeira iteracao do algoritmo Simplex, passa-se
duma situa¢ao de nao produzir nada a producao de 6 janelas, sendo este o valor
de 0 quando ¢ escolhido como minimo dos quocientes. Ao serem produzidas 6

janelas fica completamente esgotada a capacidade de produgao da Sec¢ao n° 2.

Em termos econémicos, se em lugar de escolher um 0 como o minimo dos
quocientes, fosse escolhido um 0, tal que,

0 < 0 <0, isto significa que a producio (por minuto) de menos de 6 janelas (por
exemplo x, = 0) e a ndo produgio de portas (x;,=0) ndo esgotam a capacidade de
producio (por minuto) de nenhuma das trés secgoes, 1.e., nao se estao a utilizar

optimamente os recursos disponiveis.

27
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(NERfolhendo um 6 Inferior ao Minimo dos Quocientes.
Exemplo Grafico
AL

SNBA 09

0<0<6 B
(0,6)

SBA SBA

X0=(0,0.4,12,18) ALY

A I f f | >
(0,0) ¢ %
SBA (4,0) (6,0)

CRA _ QBRNA
Estes resultados confirmam que o unico valor de O que garante que a nova

solucio seja simultaneamente bdsica e adnissivel é quando O ¢ igual ao mwinimo dos
quocientes.
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MIagéo do Problema de PL em Termos de Actividades.

Forma Padrao

Em Termos de Actividades

Maximizar Z=c;x;+c,x,+ ...FcyXy
(Minimizar)
sujeito a
apx;t apx,t..+ apnxy =b,
Ay Xyt apx; +..t ayxy =b

Ay 1 X+ Ay X ot ay y Xy = by,
xl, xz,ooo, xj’ooo,xN 20

Maximizar Z=c;x;+ c,x,+ ...TcyXxy
(Minimizar)
sujeito a

X, Pi+x, P+ ...+ xyPy=P,

onde P;=[ay;, ay, ..., aMJ;]t,j=1,...,N
P,=[b,, byy..., by]

xl, xz 9geecey xj’ooo,xN 20

29
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megéo do Problema de PL em termos de Actividades.
Exemplo Prototipo.

. . Actividade Auxiliar
Actividade Principal P niio utilizacdio d
P Tiedio de s~ nao utilizagdo da
- proaug , capacidade de producdo
portas por minuto ~ .
da sec¢do 1 por minuto

Maximizar Z=3x,+ 5 X,

sujeito a Actividade Auxiliar
P.- nado utilizagdo da
1 0 1 0 4 capacidade de
X0 +x, 2+ X, 0 5 X, 1 12 producdo da sec¢do 3
3 2 0 18 por minuto
Xi, X2,X3,X4,X5 20
Actividade Auxiliar
P, ndo utilizacdo da
Actividade Principal As varidveis x. capacidade de producdo
Py- produgado de correspondem aos ;al'veis da secgdo 2 por minuto.
Janelas por minuto das actividades 30

FTror. boutor Eng” Jorge Nnambpoliu
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mrpretagéo Economica em termos de Actividades.
Exemplo prototipo: SBA inicial - X° =(0,0,4,12,18).

*O plano inicial de producao, por minuto, corresponde a um
programa em que nao se produz nada ficando totalmente disponivel a
capacidade de producao de cada sec¢ao, i.e:

— Ficam sem utilizar as 4 unidades disponiveis da Secgao 1;
— Ficam sem utilizar as 12 unidades disponiveis da Secao 2;

— Ficam sem utilizar as 18 unidades disponiveis da Secao 3.

*Obviamente, o lucro total é nulo:

* 1do se produzg, ndo se gasta, ndo se lucra.

31
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Interpretacao Econdmica em termos de Actividades.
Mudanca de Base: de X% =(0,0,4,12,18) para X! =(0,6,4,0,6).

A actividade P, ¢ incluida em substituicao da actividade P, . Esta
mudanca economicamente significa:

— a passagem da situacao que consiste em nada produzir a uma
nova situacao em que se produzem 6 janelas por minuto.

— a actividade principal mais lucrativa, P,, é activada ao nivel
maximo compativel com as restricoes de capacidade (0,=0),
annlando assim o nivel da actividade P, (esgotando
completamente a capacidade de producao da Seccao 2) e
implicando adaptagoes ao nivel de funcionamento das restantes
actividades. O lucro total € de 30 e verifica-se que ainda pode
aumentar.

32
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QQ Interpretacao Economica em termos de

Actividades. Mudanca de Base: de X! =(0, 6,4,0,6)
para X? =(2,6,2,0,0).
A actividade P, € incluida em substituicao da actividade P. . Esta mudanca

economicamente significa:

— a passagem da situagao que consiste em nao produzir portas a uma nova

situacao em que se produzem 2 portas por minuto.

— aactividade principal mais lucrativa, P, , é activada ao nivel maximo
compativel com as restricoes de capacidade (0,=2), anulando assim o nivel
da actividade P; (esgotando completamente a capacidade de producao da
Seccao 3) e implicando adaptacoes ao nivel de funcionamento das restantes
actividades. O lucro total é de 36 e verifica-se que ja ndo é possivel aumentar

malis.
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w Faculdade de Engenharia — Optimizagao
NN Interpretacdo Econémica em termos de

Actividades. Plano optimo do Exemplo
Prototipo.
O plano 6ptimo de producio, por minuto, X* =(2,6,2,0,0) inclui 2
actividades:
— produzir 2 portas por minuto;
— produzir 6 janelas por minuto;
Este plano garante um lucro total de 36 Mil Meticais por minuto.
Referente aos recursos disponiveis:
— ficam sem utilizar 2 unidades da capacidade de producao da
Seccao 1;
— ficam completamente esgotadas as capacidades de producao
das Seccoes 2 e 3.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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