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Programacao Linear (PL)

Aula 15. Dualidade
Interpretacao economica.

— Problema dual: precos sombra e perdas de
oportunidade.

— Propriedade dos desvios complementares
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Dualidade

A cada problema primal de programacao linear esta associado um
problema dual.

O valor 6ptimo do primal = valor 6ptimo do dual (Teorema da Dualidade
Forte).

O dual pode ser interpretado como um mercado paralelo onde se atribuem
precos aos recursos limitados.

Importancia:

Facilita a analise economica.

Permite compreender melhor o impacto das restri¢oes.
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NN

Interpretacao Economica

Primal — representa decisGes operacionais: quanto produzir, que
recursos usar, como alocar.
Dual — representa a avaliagio econémica dos recursos: precos sombra,
valor marginal.
Interpretacao pratica:

O primal da planos de acgao.

O dual mostra quanto valem os recursos para suportar esse plano.

Assim, o dual responde a pergunta: “Qual o valor de uma unidade

adicional de recurso?”
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Precos Sombra

Definicao: variacao no valor éptimo da funcao objectivo quando o lado
direito de uma restricao aumenta em uma unidade.

Se a restricao ¢é limitante (sem folga) — preco sombra positivo.

Se a restricao tem folga — preco sombra = 0.

Exemplos:

Se a mao-de-obra extra aumenta o lucro em 1500 Mt, o preco sombra
da restricio da mao-de-obra é 1500 Mt/hora.

Se uma maquina nao esta totalmente utilizada, o preco sombra da sua

restricao ¢ 0.
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Perdas de Oportunidade

Também conhecidas como custos reduzidos (reduced costs).

Mostram o quanto o coeficiente de uma variavel teria de melhorar para

justificar a sua entrada na solu¢ao optima.

Se uma variavel nao esta na solugao (x=0):

* Perda de oportunidade positiva — essa actividade nao ¢ rentavel nas
condicoes actuais.

* Ex.: Para uma linha de produto, o custo reduzido = 5 significa que o
lucro unitario teria de aumentar em 5 Mt para ser viavel.

Relevancia: ajudam a identificar actividades que nao compensam

incluir na estratégia actual.
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F@WIagéo do Problema de PL em termos de Actividades.
Exemplo Prototipo.

Actividade Actividade Auxiliar
Principal P - nao utilizagao da
P, produ S0 portas capacidade de producdo da
por minuto Seceao 1 por minuto
aximizar Z=3x;+ 5 x,
sujeito a Actividade
Auxiliar
P nao utilizacao da
capacidade de produgio
da Secedo 3 por minuto

Actividade Auxiliar
Actividade PR P/ nao utilizacio da
Principal §varaves x; capacidade de produgao da
P, producio de mrmgbmde?z.aw niveis das Seagio 2 por minuto
Janelas por minuto actividades 7
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NN Exemplo Prototipo. Problema Primal.
Interpretacao Economica das Variaveis.

svariaveis de decisao:

— x, - nivel de producao de portas por minuto;
— X, - nivel de producao de janelas por minuto;

unidade de medida: unidade fisica

evariaveis de folga:

— x; - capacidade de producao nao utilizada na 1* seccao,
por minuto;

— x, - capacidade de producao nao utilizada na 2* seccao,
por minuto;

— xj - capacidade de producao nao utilizada na 3* seccao,
por minuto;

unidade de medida: unidade fisica

*funcio objectivo — max:

Maximizar o lucro total por minuto.

unidade de medida: unidade monetiria (Meticais)
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Interpretacao Economica do
Problema Dual. Precos Sombras.

0 valor da f.o. traduz o valor
total atribuido aos recursos

—minimizar w=4 y, +12 y, + 18 y;

-

cada recurso e podem ser interpretadas
como a contribuicdo ao lucro total por
cada unidade
de recurso i utilizada.
Estes sao pregos internos, também
designados como
precos sombra

+ 3 > 3
As varidveis de decisao duats Vi Y3
}’ 1> .VZ‘ > .V 3
sdo valorizacoes unitdrias a atribuir a 2 Vs + 2 V3 > 5

Y1:Y2, 320
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NN Exemplo Prototipo: Recurso 1.
Precos Sombras. Representacao Grafica.

z*¥=3x, +5x,

Sy
) =0 x, =6
Se incrementar a capacidade
de producdo da Seceao 1 em
1 unidade . T~
, Regiao de ;
(by =5) ovalor dptimo admissibilidade N\ |x, =5
(2*=306) ndo muda. 2 L
Este recurso é abundante | \
R s
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NN Exemplo Prototipo: Recurso 2.
Precos Sombras. Representacao Grafica.

z*¥=3x, +5x,=37
N

=
z*¥=3x;, +5x,=36

0, =3/2

Se tncrementar a

capacidade de produgdo da
Seccao 2 em 1 unidade
(b, =13 ) ovalor
optimo  serd incrementado
em 3/2 mil Mt (
z*=37"2).

Regiao de
admissibilidade 3x; +2x,=18
% I I N >
2 6 X

Este recurso é escasso.
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NN Exemplo Prototipo. Recurso 3.
Precos Sombras. Representacao Grafica.

< ¥

Se incrementar a

capacidade de producdo da

Seccao 3 Regido das
et 1 unidade 501”955":9 . . N\§x, +2x,=19
(b, =19) 0 valor 2 +  admissiveis "
optimo  serd incrementado T .
emt 1 unidade | | | | >
(2%=37). 2 4 6 X

Este recurso ¢ escasso.
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Regtricdes Funcionais Duais. Interpretagdo Econémica.

Vi

esta restricao significa que a valorizacao
+ 3 V3 > 3 interna atribuida aos recursos gastos na
producao de uma porta nao deve ser

inferior ao seu respectivo lucro unitario: 3

Unidades

Se y,e y; sdo os precos sombra em UM. (* custo” , valorizacao interna),
dos recursos 1 e 3 respectivamente, e sabendo que
a produgio de uma porta gasta 1 unidade de producio da Secgio 1 e
3 unidades de producao da Sec¢io 3 entio
a expressao y; +3 y; pode ser interpretada como
a valorizagio interna (“custo interno”) em U.M. atribuida
a0s recursos gastos para produzir uma porta.

Como 3 U.M. ¢ o lucro unitario duma porta, é evidente que no plano
optimo se a produ¢ao duma porta esta activada até um nivel positivo é
porque
se verifica a igualdade (equilibrio), i.e. “custo interno = lucro”.
Caso contrario se o “custo interno > lucro” nao ¢ economicamente
rentivel activar esta actividade, i.e., ndo se produziriam portas.
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NN Restricdes Funcionais Duais. Interpretaciao
Econdmica.
esta restricao significa que a valorizacao

2y,

interna atribuida aos recursos gastos na
producao de uma janela nao deve ser inferior
a0 seu respectivo lucro unitario: 5 UM.,

Se y,e y; sdo os pregcos sombra em UM. (““ custo” | valorizacdo interna),
dos recursos 2 e 3 respectivamente, e sabendo que
a produgio de uma janela gasta 2 unidades de producio da Sec¢do 2 e
2 unidades de producio da Secc¢ao 3 entio
a expressao 2 y, +2 y; pode ser interpretada como
a valorizacio interna (“custo interno”) em U.M. atribuida
a0s recursos gastos para produzir uma janela.

Como 5 U.M. ¢ o lucro unitario duma janela, é evidente que no plano
optimo se a producao duma janela esta activada até um nivel positivo ¢é
porque
se verifica a igualdade (equilibrio), i.e. “custo interno = lucro”.
Caso contrario se o “custo interno > lucro” nao é economicamente
rentivel activar esta actividade, i.c., ndo se produzitiam janelas.
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NN Restricoes Duais de Nao Negatividade.
Interpretacao Economica.

Vis V2, Y320

estas restricoes significam que a
valorizacao unitaria (preco
sombra, “custo” interno) dos
recursos
deve ser nao negativa,
caso contrario,

a utilizacao deste recurso nao
seria rentavel, pelo que seria
melhor nao utilizar este recurso

no absoluto.
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NN Variaveis de Folga Duais. Interpretacao
EconOmica

a variavel de folga y, representa
a perda de oportunidade
da producao de uma porta, 1.e.,

a diferenca entre
a valorizacao interna atribuida aos recursos
gastos
(“custo interno”) na fabricacao duma
porta
e o seu lucro unitario.

Se a varidvel de folga é positiva significa que “custo interno > lucro” pelo
que nao é economicamente rentdvel activar esta actividade, i.e.,
hd perda de oportunidade da produgcio duma porta, caso contrario
se a2 varidvel de folga é nula, a restricao ¢ de igualdade, i.c.,
“custo interno = lucro” pelo que é economicamente rentivel
activar esta actividade e a2 perda de oportunidade é nula.
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QQ Variaveis de Folga Duais. Interpretacao
EconOmica.

a varidvel de folga ys representa
a perda de oportunidade

da producdo de uma janela, i.c.,

»s=2y, +2y;

a diferenga entre
a valorizagao interna atribuida aos recursos
gastos
na fabricagao duma janela
e 0 seu lucro unitdrio.

Se a varidvel de folga é positiva significa que “custo interno > lucro” pelo
que nao é economicamente rentivel activar esta actividade, 1,¢,
hd perda de oportunidade da produg¢io duma janela, caso contrario
se 2 varidvel de folga é nula, a restricao ¢ de igualdade, i.c.,
“custo interno = lucro” pelo que é economicamente rentivel
activar esta actividade e 2 perda de oportunidade é nula.

17
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AN xemplo Prototipo. variaveis de

Decisao Duais.
Interpretacao Economica: Precos Sombras.

Primal: X*=(2,6,2,0,0) Dual: Y*=(0,3/2,1,0,0)

“2 0 Se incrementarmos a capacidade de produgao da Seceao 1 em 1
Y1 ™ unidade, o valor da f.o. (lucro) ndo é alterado.

Se incrementarmos a capacidade de producao da Seceao 2 em 1

unidade, o valor da f.o. (lucro) ¢ incrementado em 3/2 de

U.M.

Se incrementarmos a capacidade de produgao da Seceao 3 em 1
unidade, o valor da f.o. (lucro) ¢ incrementado em 1 U.M.

18
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NN Exemplo Prototipo. Variaveis de Folga

Duais.
Interpretacao Economica: Perda de oportunidade

Primal: X*=(2,6,2,0,0) Dual: Y*=(0,3/2,1,0,0)

. A perda de oportunidade da produgao de nma porta
Yo =0 por minuto ¢ nula, obviamente se fosse positiva nao eram

produzidas portas

A perda de oportunidade da producio de nma janela
por minuto ¢ nula, obviamente se fosse positiva nao eram

produzgidas janelas

19
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NN Exemplo Prototipo. Problema Dual.
Interpretacao Economica das Variaveis.

evariaveis de decisao:

— y, - preco sombra da capacidade de produg¢ao da Secgao 1
— 9, - prego sombra da capacidade de produg¢ao da Secgio 2
— J; - prego sombra da capacidade de produgio da Secgao 3

*unidade de medida: unidade monetitia (Meticais)
evariaveis de folga:

— y, - perda de oportunidade da produg¢ao duma porta
— 95 - perda de oportunidade da produ¢iao duma janela

*unidade de medida: unidade monetitia (Meticais)

efuncao objectivo —» min:

Minimizar a valorizagao interna total dos recursos gastos pelas
actividades

*unidade de medida: unidade monetitia (Meticais)

20
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



VY

Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Qﬁopriedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica.

1°. Se a variavel de decisiao do primal é positiva entao

pela propriedade de desvios

as variaveis sdo
das solucoes

optimas X* e Y*

xj>0

a variavel de folga correspondente do dual é nu/a.

complement

Se interpretar a valorizag¢do interna
atribuida aos recursos gastos numa
actividade como um “‘custo

res interno”, esta restri¢do significa que
* (X3 14 4
Y .. = 0 custo=lucro”, pelo que é rentdvel
m+ .. . .
/ que esta actividade esteja activada a

um nivel positivo.

—>

a y, +a, v, +..+a,.y, =c,

Sempre que uma actividade j seja activada a um nivel estritamente positivo, a
valorizagao interna atribuida aos recursos que utiliza deve ser fgual

ao lucro unitario que se obtém dessa actividade, 1.e.,

a perda de oportunidade para esta actividade ¢ nula

21
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Qopriedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica.

2°. Se a variavel de folga do dual é positiva entio a
variavel de decisao correspondente do primal é nu/a.

Se interpretar a valorizagdo
interna atribuida aos recursos

pela propriedade de desvios A
gastos numa actividade como

* complementare N : -
ym+j > O ﬂ x* . O um c.us~t0 l}jtter.no , esta
L j restri¢do significa que
as variaveis sao custo>lucro, pelo que ndo é
das solucoes rentavel activar esta actividade

optimas X* e Y* - ” r— -
Vi >0 a y, +a,;y,+..+a, .y, >c;

Se a valorizagao interna atribuida aos recursos gastos numa actividade

7 €é maior do que o seu lucro unitario, entao com a activagao dessa
actividade nao se esta a fazer uma utilizacao 6ptima destes recursos,

i.e., essa actividade nao ¢ rentavel pelo que nao deve ser activada.
22
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%priedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica.

3°. Se a variavel de folga do primal é positiva entao

a variavel de decisao do dual é nx/a.

y, (b, =PX)=0, Vi=1_.m

ndo esta esgotado, é abundante
complementares

* / . ~ ~ r
x >0 Yy, = ol / Esta restri¢do ndo estd
. l .
n+i . saturada, i.e., que este recurso
pela propriedade de desvios

X . > a,x, +a,x,+..+a,x, <b,

Se a capacidade nao utilizada do recurso 7 € positiva, entao a

valorizacao interna (preco sombra) deste recurso ¢ nu/a, i.e., este
recurso ¢ abundante ("mercadoria gratis") , o preco das mercadorias

que estao em excesso, deve cair até zero por lei da oferta-procura.

23
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Qﬁopriedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica.

4°. Se a variavel de folga do primal ¢ nula entao
a variavel de decisao do dual ¢ positiva.

y: (b, — B.X*) =0, Vi=1,.m Como a varidvel de folga ¢ nula,
* * esta restricdo estd saturada, i.e.,
X = Vi > (/X este recurso esta esgotado, é
pela propriedade de desvios escasso
complementares
* * | A *
x,. =0 |_:>Lal.1x1 +a,x,+...+a,x, =b,

Se a capacidade nao utilizada do recurso 1 é nula, entao a
valorizacao interna (preco sombra) deste recurso € positiva, 1.e.,
este recurso ¢ escasso ('nao ha sobras®).Por cada unidade extra
que seja incrementado este recurso 1, obtém-se um incremento de
y." na f.o. (lucro total) .

24
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@F&priedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica. Exemplo Protoétipo.

Primal: X*=(2,6,2,0,0) I Dual: Y¥*=(0,3/2,1,0,0 )I

variaveis de deciséo variaveis de folga
os produtos das X 1 - 2 y 4= 0
varidveis de decisdo do
primal pelas 6

correspondentes - —

variaveis de folga do xZ y5 0
dual sdao nulos ‘e s "o . v s

variaveis de folga variaveis de decisao
X5= 2 y;=0

os produtos das variaveis de
decisdo do dual pelas —_ —

correspondentes variaveis de x4 0 y 2 3/ 2

folga do primal sdo nulos

x5=0 y;=1

ng®Jorge Nhambiu
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priedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica. Exemplo
| Prototipo. |

Primal: X*=(v2,6,2,0,0) I Dual: Y*=(0,3/2111610 )I

Devemr ser produzidas 2 portas por minuto,
sendo a valorizagdo interna dos recursos gastos
na fabricacao de uma porta igual ao sen lucro unitdrio,
pelo que ¢é rentavel produzir 2 portas i.e.,
a perda de oportunidade é nula.
Caso a perda de oportunidade fosse positiva,
logicamente nao se produziriam portas.

26
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priedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica. Exemplo
Prototipo. |

|
Primal: X*=(2,6,2,0,0) I Dual: ¥*=(0,3/2,1,0,0 )I

X, . s =0 6.0=0

Devem ser produzidas 6 janelas por minuto,
sendo a valorizagdo interna dos recursos gastos
na fabricagao de uma janela ignal ao sen lucro unitdrio,
pelo que ¢é rentavel produzir 6 janelas ,i.e.,
a perda de oportunidade é nula.
Caso a perda de oportunidade fosse positiva,
logicamente nao se produziriam janelas.

27
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@@priedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica. Exemplo Protoétipo.

|
Primal: X*=(2,6,2,0,0) I Dual: ¥*=(0,3/2,1,0,0 )I

A valorizacao interna (preco sombra)
da capacidade de produgao da Seccao 1 por minuto é nula, pelo facto deste ser
um recurso abundante,
do qual sobram 2 unidades da capacidade de produgao.
(a capacidade de producao nao utilizada da Seccao 1

¢ 1gnal a 2 unidades )

28

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



\)Q/ Faculdade de Engenharia — Optimizacao
opriedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao Economica. Exemplo
| Prototipo. |

Primal: X*=(2,6,2,6,0) I Dual: Y*=(0,372111010 )I

A valorizagdo interna (prego sombra) da capacidade de produgao da Seccdo 2 por
minuto € positiva (igual a 3/ 2), pelo facto, deste ser um tecurso escasso, do gual
nao ha sobras.

(a capacidade de producao da Seccdo 2 estd esgotada )

A eventual disponibilidade adicional de 1 unidade da capacidade de producao
na Seccao 2 por minuto possibilitaria um incremento de 3/2 U.M. no valor do
lucro total
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opriedade dos Desvios Complementares.
Interpretacao EcondOmica. Exemplo
IProtoétipo. |

Primal: X*=(2,6,2,0,b) I Dual: Y*=(0,3/21i1010 )I

Xs . y; =0 0.1=0

A valorizagdo interna (preco sombra) da capacidade de producao da Seccao 3 por
minuto ¢ positiva (igual a 1), pelo facto, deste ser um recurso escasso, do qual nao
ha sobras.

(a capacidade de produciao da Seccao 3 estd esgotada )

A eventual disponibilidade adicional de 1 unidade da capacidade de producao
na Seccao 3 por minuto
possibilitaria um incremento de 1 U.M. no valor do lucro total

30
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NN Par de problemas Primal - Dual.
Interpretacao Economica.

Problema Primal Problema Dual
unidades fisicas unidades monetdrias

as variaveis de folga primais as variaveis de decisao duais
representam a capacidade nao

utilizada dos recursos

m recursos representam 0s Pre¢os

sombras dos recursos

as variaveis de decisao primais as variaveis de folga duais
representam os niveis das representam a perda de
actividades oportunidade das actividades

n actividades

. valorizacao interna total dos
lucro total das actividades —

maximiar

f.O. recursos gastos pelas

actividades —> miznimizar

31
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