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NN Programacgao Dinamica

Pl
% O que € a Programacgao Dinamica?

FO4

? 0~ A Programacio Dinamica é uma técnica matematica util para criar uma

sequencia de decisoes inter-relacionadas. Ela fornece um procedimento
sistematico para determinar a combinagao de decisoes Optimas. Ao contrario
da Programacao Linear, nao existe uma formulacao matematica padrao do
problema de programacao dinamica. Em vez disso a programacao dinamica é

um tipo genérico de metodologia para a resolucao de problemas e as

equagoes particulares usadas tém de ser desenvolvidas para cada situagao.
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NN Programacgao Dinamica

Que tipos de problemas de Programacao Dinamica existem?

Os problemas de Programacao Dinamica podem se dividir

L

em de:

Programacio Diniamica Deterministica; e

Programacio Dinimica Probabilistica.
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Quais sao as caracteristicas basicas da Programacao Dinamicar?

X

FO4

AN Programacao Dinamica
Pl
1. O problema pode ser dividido em estagios, e uma decisao sobre

\Q' a politica a ser adoptada é necessaria a cada estagio.
2. Cada estagio possui um numero de estados associados ao inicio
desse estagio.

3. O efeito da decisao sobre a politica a ser adoptada em cada

estagio € o de transformar o estado actual num estado associado

ao inicio do estagio seguinte.
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4. O procedimento de resolucao ¢é desenhado para encontrar uma
politica Optima para o problema como um todo, isto €, estender a
térmula de decisao sobre a politica 6ptima em cada estagio para

cada um dos estagios possiveis.

5. Dado o estado actual uma politica 6ptima para os estagios
restantes ¢ independente das decisoes sobre as politicas adoptadas
nos estagios anteriores. Portanto a decisao imediata 6ptima

depende somente do estado actual e nao de como se chegou la.

Esse ¢ o principio da optimalidade para a programacao dinamica.
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6. O procedimento de resolucao comeca encontrando a politica 6ptima
para o ultimo estagio. A politica 6ptima para o ultimo estagio
prescreve a decisao sobre a politica 6ptima para cada um dos possiveis

estados naquele estagio.

7. Hauma relacao recursiva que identifica a politica 6ptima para o
estagio n, dada a politica 6ptima para o estagio n+1 ao inicio desse

estaglo.

8. A forma precisa da relacao recursiva difere um pouco entre os
problemas de programacao dinamica. Entretanto uma notagao

comum pode ser usada, como se sintetiza a seguit:
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Notacao (I)

&1 n—, designa o niimero do Estigio Actual. I

g'{ N—3, designa o Numero de Estigios. I

M §,— designa o Estado actual do Estigio n. I
m X, —, designa a variavel de decisao para o Estdgio n. I

&1 X, —, designa o valor dptimo da varidvel de decisio (dado s ). I

8
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Notacao (II)

£.(s,,x,)— Funcio de Transicio (contribuicao dos Estdgios n, n+1,

.. wIN para a fungao objectivo se o sistema comeca no Estado s, no Estagio n,

a decisdao imediata é x, e as decisoes dptimas sao tomadas dai para frente)

.fL;*

(s.)=L£"(5,,x,%) —, Valor da Politica Optima para cada Estigio.
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Notacao (III)

_&A relacdo Recursiva é dada por — I

f;(sn)zn}czx{fn(sn,xn)} ou f;(sn):n}’iqn{fn(sn’xn)}

@.ﬁl Cox,,— Valor dos encargos de transicao entre Estados. I

10
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9. Quando se usa a relacao recursiva o procedimento de solucao
comeca no fim e vai voltando para tras estagio por estagio — cada
vez encontrando a politica 6ptima para aquele estagio - até ela

encontrar a politica Optima comecando no estagio 1nicial.

10. Para todos os problemas de programac¢ao dinamica uma tabela

COmo se mostra a seguir sera obtida a cada estagio:

X fn(sn,x ):CSXn fn*(Sn) X*

11
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NN Exemplo do Prototipo

Um aluno pretende minimizar o custo do transporte
entre a sua residencia e a faculdade utilizando varios
meios de transporte disponiveis na rede seguinte:

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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O custo (#m.) associado as ligacoes existentes
traduz-se nas seguintes matrizes de transicao:

E F | G
B C D
N 1 ; » B 6 3 5
2 1 3
- ; D 3 1 4
E 1 3
F 5 2 J
G > H 7
I 3

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Investigacao Operacional

NN

Sendo a casa do aluno o ponto 1nicial do percurso e a faculdade o
ponto final tem-se quatro estagios (7 = 4) como mostra a figura.

S j

A
l el S wa

Estagio |::> 1

@

© 0 O-
[-]

© 0 ©-

n~

Xi
_ 14
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu




w Faculdade de Engenharia — Investigacao Operacional

DIQQ Exemplo do Protétipo
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®

Como solucionar o problema?

< -
\

Observe-se primeiramente que a metodologia de visao limitada de
seleccionar a viagem mais barata oferecida por estagio sucessivo nao

conduz necessariamente a uma solucao 6ptima global. Seguir essa

estratégia resultaria na rota A — B — FF — I — |, a um custo total
igual a 9. Entretanto, sacrificar um pouco em um estagio pode vir a

permitir maiores economias mais a frente, por exemplo A — D —

I € no geral mais barato que A —> B — I

15
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Investigacao Operacional

AN Exemplo do Prototipo

% Como se faz a formulacao do problema?

? *v- Faga-se as variaveis de decisdo x,, (n=1,2,3,4) como destino imediato

no estagio n (a n-ésima viagem que pode ser realizada). Logo a rota

seleccionada é A — x; — X, — X; — X, em que X,=].

Facamos £(s, x,) o custo total da melhor rota como um todo para os
estagios restantes dado que o estudante se encontra no estado s
pronto para iniciar o estado n e selecciona x, como seu destino

imediato.
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Exemplo do Protoétipo

Sendo ¢, o custo de transporte associado a decisao x,,
quando o aluno se encontra no Estado S, esta relacao
recursiva ¢ da forma:

frT (S) sx_ T f;l (Xn )}

O calculo da solucao optima ¢ feito pela ordem:

£@). £, )£, () £ (1)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Exemplo do Prototipo

Qual o procedimento de resolugao do problemar

Quando estudante tiver apenas mais uma etapa a cumprir (h=4),
dai em diante sua rota é determinada inteiramente pelo seu estado
actual s (H ou entao I) e seu destino final x,=J, de modo que a
rota final para a viagem do estudante seja s — J.

Consequentemente ja que f, = f,(s,J)=c,,

A solucao imediata para o problema n=4 toma entiao o seguinte

aspecto:
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O quadro seguinte 1lustra as decisoes associadas
ao Estagio 4:

X, |£,(8,X,)=Cgy | *
’ 4 S)| X
S r /. (8) | X,
H 2 2 J
I 3 3 J 2
3
— -

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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O quadro seguinte ilustra as decisoes associadas
ao Estagio 3:

q 3 f3(S9X3):CSX3 +f4*(S) f;(S) X;
H I
E 1+2=3 3+3=6 H
F 5+2=7 2+3=5 I
G 2+2=4 2+3=5 H
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O quadro seguinte ilustra as decisoes associadas

ao Estagio 2:

5 f2(S?X2):CSX2+f3*(S)

LS| X,
S E F G
6+3=9 | 3+5=8 | 5+4=9 | 8 F
243=5 | 1+5=6 | 3+4=7 | 5 | E
3+3=6 | 14+5=6 | 4+4=8 | 6 | E/F
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O quadro seguinte ilustra as decisoes
associadas ao Estagio 1:

B
&6
Xl fl(S’Xl):CSXl_I_fz (S) . .
B C D
=
A 1+8=9 3+5=8 2+6=8 8 C/D
Podemos entao concluir que a politica 6ptima tem um custo total
minimo de = 8 .
72
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Problema com multiplas solucoes. Existem trés
caminhos distintos com o mesmo valor 6ptimo

(com custo = 8 #u.7.)

H
A

O&

OO

O

>0Oa

SO

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

23



w Faculdade de Engenharia — Investigacao Operacional

QQ Problema de afectacao multipla
(PD deterministica e discreta)

Um aluno esta prestes a iniciar a sua época de exames em tres
cadetras sendo de 3 dias o tempo disponivel para preparagao.
Adicionalmente, o aluno durante um dia sé6 estuda para um dos
exames, por uma questao de método, e quer estar presente em

todos eles.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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*A previsao do aluno para a classificacao em cada uma
das cadeiras, em funcao do tempo (dias) de preparacao
para cada uma delas € a seguinte:

i Cadeiras | ) 3
0 8 7 8
1 10 11 11
2 13 12 13
3 16 15 17

*O aluno pretende saber qual o plano de estudo (dias de
estudo/cadeira) que maximizari a média das classificacoes dos
exames.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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e x, (n=1,23), as variaveis de decisido que
representam o numero de dias a estudar para
cada estagio (exame) 7;

* s =numero de dias de estudo disponivels para o
estagio (exame) 7, que pode ser 0, 1, 2 ou 3;

* C, (x. ) = nota obtida a cadeira 7 com um estudo

l

de X, dias;

26
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Objectivo do problema:

1 3
* escolher X;,X,,X; de forma a maximizar — C, (xl.)

3

Sujeito a
3

2 X =3

i=1

com x. > () e intetro

27
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A contribuicao dos estagios 7, » + 1, ... , N para
a funcao objectivo é dada por:

fn(sn,xn)zcn (xn)+max i cl.(xl)

i=n+l
em que N representa o numero de estagios
(no nosso caso N = 3) com Zx =5,

i=n

fi(s,)= max f(s,,x,)

x,=0,1,...,s

e)

n

potrtanto,

fn(Sn?xn):Cn( )"‘ n—l—l( _xn)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN

Consequentemente a relacao recursiva relativa
h ~ %k * %k Z
as funcées " " e £ paraeste problema ¢

fn*(Sn): {nax {Cn( )+ n+1( xn)},pamn:],Z

Para o ultimo estagio (7 = 3) temos,

*
/i = max C; (x3)
x;=0,1,....s

29
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*O quadro seguinte ilustra as decisoes
associadas ao Estagio 3 (cadeira 3):

X . *

S 5 ? f3(S3,x3):C3(x3) f5 (s3) X3
0 g . ;

1 11 1 1

2 13 13 o)

3 17 17 3

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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*O quadro seguinte ilustra as decisdes associadas ao
Estagio 2 (cadeira 2):

X x
L Al mal) e S x) |
S, 0 1 2 3
0 | 7+8=15 15 0
1 | 7+11=18| 11+8=19 19 1
2 |[7+13=20|11+11=22{12+8=20 22 1
3 (7+17=24 11+13=2412+11=2315+8=23| 24 |Ooul

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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O quadro seguinte ilustra as decisoes assoctadas ao
Estagio 1 (cadeira 1):

De notar que neste Estagio ha 3 dias disponiveis

N

1 =3

S
i fl(SpM)zcl(xl)"'fz*(Sl_xl) fi (s,) x;k
2

S 0 1 3

0 1
3 [8+24=32110+22=32[13+19=32|16+15=31| 32 o(:luz

32
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*No quadro seguinte indicam-se as solugoes Optimas

de 32 valores acumulados:

Solugdo Cade.:ira 1 Cade.:ira 2 Cade.ira 3 Classificacdo
(Dias) (Dias) (Dias) Acumulada
: 0 0 3 8+7+17=32
- 0 ! 2 8+11+13=32
I11 1 1 1 10+11+11=32
v 2 1 0 13+11+8=32

A politica 6ptima € a que permite acumular 32 valores a que

corresponde a média de 32/3=10,67 valores.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Programagao Dinamica Probabilistica

Em que difere a Programacao Dinamica Probabilistica da
Deterministica?

-
\

A programacao dinamica probabilistica difere da programacao dinamica
deterministica pelo facto do estado no estagio seguinte nao ser
completamente determinado pelo estado e pela decisao sobre a politica a
ser adoptada no estado actual. Em vez disso, ha uma distribuicao
probabilistica para qual deva ser o estado seguinte. Entretanto essa

distribuicao de probabilidades ainda é completamente determinada pelo

estado e pela decisao sobre a politica a ser adoptada do estagio actual.

34
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NN Programagao Dinamica Probabilistica

A estrutura basica resultante para a programacao dinamica probabilistica é

descrita em forma de diagrama na figura seguinte:

Estagio n+1

COﬂtI’ibUi(}éOdO/\ 1
estagio n (1)

Estagio n Probabilidade

P1
Estado Decisao
5y = = = % 3 c — 2
f;1*+1 2
fn(sn,xn) Ps ( )

35
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NN Programagao Dinamica Probabilistica

No diagrama, S representa o nimero de estagios possivels no
estagio n+1 e desighou-se esses estados do lado direito por
1,2,...,S. O sistema vai para o estagio 1 com a probabilidade p,

(1=1,2,...,S) dado o estado s_ e a decisao x,, . Se o sistema for para

o estado 1, C; sera a contribuicao do estagio n a fungao objectivo.

36
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AN Programacao Dinamica Probabilistica
Para fins ilustrativos, suponhamos que o objectivo seja minimizar a
soma esperada das contribuicoes de cada um dos estagios. Nesse
caso, f,(5,x, ) representa a soma minima esperada do estagio n em

diante, dado que o estado e a decisao sobre a politica a ser adoptada

no estagio n sejam, respectivamente s € X, consequentemente:

1 (sm) =2 R € (1)

com

k

ﬁz+l (l) = I£111’1 n+l (i9xn+1)

n+l

Em que essa minimizacao ¢ extraida dos valores viavets de x_,,

37
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QQ Problema de afectacao multipla

Uma conhecida marca de
automovets pretende distribuir 5
viaturas por 3 vendedores da
marca. A procura de automoveis
em cada um dos concessionarios
é aleatoria, de acordo com as

seguintes distribuicoes de

(PD probabilistica e discreta)
Procu:'l:li. 1 2 3
0 0,3 0,2 0,5
1 0.4 0,3 0,2
2 02 | 0,2 | 0,1
3 0,1 0,3 0,2
Lucro
(x 100 | 200|210 | 220
Dolares)

probabilidades:

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Objectivo do problema:

* Distribuir os veiculos de forma a maximizar o
lucro.
* X, (n = 1,2,3) as variaveis de decisao que representam o

numero de automoveis a distribuir por cada estagio
(concessionario) 7#;

® S = numero de automoveis disponiveis para o estagio
(concessionario) 7, que pode ser 0, 1, 2, 3, 4 ou 5;

*C, (xl. ) = lucro esperado no concessionario z com uma
attibuigao de X, veiculos.

39
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* Atendendo as probabilidades do quadro anterior, os
valores dos lucros esperados sio:

Vendedores
1 2 3
Automoveis

0 0 0 0
1 140 168 110
2 200 189 176
3 220 336 220
4 220 336 220
5 220 336 220

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Objectivo do problema:

* escolher X;,X,,X; de forma a maximizar

* OSujeitoa 3

2% =5

=1

. comx, = () einteiro

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Solucao

Para x* tem-se s,=5-1=4, consultando o quadro do Estagio 2 para

s,=4 tem-se x,* =3 . Considerando x,*=3 obtém-se s;= 4-3=1, que

no quadro do Estagio 3 corresponde a x;*=1. Portanto, esta solugao

traduz-se na distribuicao de 1, 3 e 1 automoveis para os

concessionarios 1, 2 e 3, respectivamente, onde se obterao lucros de

140, 336 e 110 (X100 Ddblares), respectivamente.

Concessionario | Concessionario | Concessionario
Lucro Acumulado
1 2 3 (X100 euros)
(unidades) (unidades) (unidades)
1 3 1 140+336+110 =586

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Problema de Programacao Linear
(PD deterministica e continua)

Max f(x],x2)= 3x, +5x,

S.a.

x, <4
2x, <12
3x,+2x, <18

X;,%, 20

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN

* Estagios
— 1 — destinado a decidir o valor de x,

— 2 — destinado a decidir os valor de x,

* Hstados — dizem respeito a quantidade de
recurso disponivel para as restantes actividades.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN

Estagio 2 Estagio 1

)
b
|
O
i
l
\®)
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NN

Funcao de Transicao

*Num Estagio 7 o valor 6ptimo da funcao de
transicao sera:

f,:(bl,bz,b3) zj\lxaxfn (bl,bz,b3,xn)

No estagio 2 (estagio 1nicial do calculo) tem-se:

%k
fz(bl,bz,b3)= Max (sz)
2x2£b2

2x2 < b3

x220

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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AN Funcao de Transicao

No estagio 1 (estagio final do calculo) tem-se:

£ (4,12,18)= Max 13x,+ /7 (4—x,,12,18-3x, )|

x‘1 S 4
3x, <18
x,20

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Calculo no Estagio 2

Sendo a variavel de estado

PR
s, =12
18 —3x, |

%
entao X, deve satisfazer simultaneamente:

(2x, <12
2x, <18-3x,
x, 20

N\
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Pelo que o valor maximo de X, ¢€igual a

18 —
Mm{u, 8 —3x,

2 2

O quadro deste estagio ¢ entao:

|

Recursos restantes

*

/2

(recursos restantes)

%k

Xy

12>0
18—3x, 20

5 xMin{ ,
2

12 18-3x,
2

pin] 12 1823
27 2

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Calculo no Estagio 1

£ (412,18)= Max {3x,+ f; (4—x,12,18-3x,)}

x,<4 B
3x, <18 M
x,20
N
£1(4,12,18) = Max {3x1 +5><Min{12,18 sl

x,<4 2 2

x <6

x,20

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN x, <4

6 2

<x, <
(12 18-3x, para 0 < x, <
Min{—, = < 3

2 2 9—Ex1 para 2<x,<4

<

3x, + 30 para 0<x, <2 —> valor mdximo = 36 com x, =2

£1(41218)=1 9

45 _Exl para 2 < x, <4 — valor maximo =36 com x, =2

* * st . 12 18—3x1
f, =36 x, =2 xzlen{z, > }:6

51
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Aplicacoes

Caixeiro viajante
Mochila

Programacao Linear e Nao Linear

Afectacao Multipla

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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