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Programação Não Linear com Restrições

Aula 31:  Programação Não-Linear – Funções com 
Restrições (Prática)

• Condições Necessárias Kunhn-Tucker (K-T);

• Programação Convexa.
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Problema 31.1

Pretende-se projectar um tanque cilíndrico para transporte de 

200 litros de combustível. O preço da chapa para a sua 

construção é de 350 USD/m2. Devido às restrições na 

instalação do referido tanque, existe uma relação entre a altura 

e o diâmetro do tanque que deve ser respeitada do seguinte 

modo: H ≤ 0,8-D/2. Determinar o diâmetro, a altura e o preço 

mínimo deste tanque.
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Problema 31.1 (Resolução I)

A formulação do problema pode tomar o seguinte aspecto:
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Problema 31.1 (Resolução II)

Transformando o problema para 
a forma padrão obtém-se:
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Problema 31.1 (Resolução III)

Aplicando as condições K-T 
obtém-se:
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Problema 31.1 (Resolução IV)

Obtém-se um sistema de cinco 
equações com cinco incógnitas
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Problema 31.1 (Resolução V)

Fazendo u=0 obtém-se:
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Conclui-se que o ponto não 

pode ser candidato pois viola 

a restrição D≥0
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Problema 31.1 (Resolução VI)

Fazendo s=0
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Problema 31.1 (Resolução VII)

Conclui-se que o ponto estacionário tem as coordenadas 

H=0,402 m  e D=0,797 m ; e os multiplicadores de 

Lagrange ν =-5814, u= 2017 e o Valor da função custo é 

de USD 750
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Uma estrutura metálica como se mostra na figura é projectada para

suportar uma carga de W=1,2 MN. O material dos braços deve resistir

as tensões que surgem nas barras, o que se expressa pelas seguintes

restrições:

Barra 1: σ1≤σa

Barra 2: σ2≤σa

Onde:

σ1 - Tensão na barra 1 dada por F1/A1 (N/cm2)

σ2 - Tensão na barra 2 dada por F2/A2 (N/cm2)

σa - Tensão admissível do material (16 000 N/cm2)
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Problema 31.2 (II)

s

h
1

2

W

W – carga 

s – comprimento da barra 2 = 30 cm

h – distancia entre os apoios das barras = 40 cm

A1 – Secção transversal da barra 1 (cm2)

A2 - Secção transversal da barra 2 (cm2)

F1 – Força na barra 1 provocada pela carga W (N)

F2 – Força na barra 2 provocada pela carga W (N)
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Problema 31.2 (Resolução I)

( ) 3
221121, cmAlAlAAf +=
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Onde:

O problema consiste na minimização dos custos de produção da estrutura 

metálica. Sendo assim, as duas secções transversais, A1 e A2 são as variáveis 

de decisão e a função custo o volume, dado pela seguinte expressão:
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Problema 31.2 (Resolução II)

• Para conhecer as tensões nos membros tem que se recorrer ao equilíbrio de 

forças  o que resulta em:

• F1 = 2,0.106 N e F2= 1,6.106 N, daí as restrições passam a ser:
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Problema 31.2 (Resolução III)

• A área da secção transversal tem que ser não negativa para ambos 

os casos:

0,0 2413 ≤−≡≤−≡ AgAg

Pode-se ver que o ponto óptimo obtém-se em:
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Problema 31.2 (Resolução IV)















 ⋅
=∇

00

0104
3
1

6

1
2 Ag

Como a função custo é linear em termos das variáveis do projecto ela e convexa. 

A Hessiana da restrição é dada por:

A matriz e positiva semi-definida A1>0, logo a restrição é convexa. O 

problema e convexo e as condições K-T são também suficientes. Qualquer 

ponto que satisfaça as condições K-T também e óptimo global

Convexidade:
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Problema 31.2 (Resolução V)
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Para usar as condições K-T introduz-se as variáveis de folga nas 

restrições e define-se a função de Lagrange como:

Condições Kunh-Tucker:
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Problema 31.2 (Resolução VI)

41,0,0,0

0102

0102

2

42
2

6

22
2

32
1

6

11
1

==+≥=

=−
⋅

−=
∂
∂

=−
⋅

−=
∂
∂

isgusu

u
A

ul
A
L

u
A

ul
A
L

iiiii

Condições Kunh-Tucker:

As condições necessárias transformam-se em:
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Problema 31.2 (Resolução VII)
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As condições dão os 16 casos 
seguintes
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Problema 31.2 (Resolução VIII)

• Qualquer caso que tenha s3=0, faz com que a área A1=0, então a restrição

g1 é violada e não se tem um candidato a solução.

• Qualquer caso que tenha s4=0, faz com que a área A2=0, então a restrição

g2 é violada e não se tem um candidato a solução.

• Atendendo ao atrás considerado fica-se com os casos que vão de 1 ate 4.

• A1 e A2 não podem ser negativas porque a solução correspondente não

tem significado físico. Por isso todos os casos que tiverem A1<0 e A2<0,

serão descartados.

Condições Kunh-Tucker:
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Problema 31.2 (Resolução IX)

• Condições Kunh-Tucker:
– Caso 1: u1=0, u2=0, u3=0, u4=0.

• este caso dá l1=0 e l2=0 o que não e aceitável.

– Caso 2: u1=0, s2=0, u3=0, u4=0,

• este caso dá l1=0, o que não e aceitável.

– Caso 3: s1=0, u2=0, u3=0, u4=0,

• este caso dá l2=0 o que não e aceitável.

– Caso 4: s1=0, s2=0, u3=0, u4=0 daqui obtém-se:

 A1=125 cm2

 A2=100 cm2

 u1=0,391

 u2=0,25

 f=50(125)+40(100) = 10250 cm3
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Projectar uma caneca metálica para cerveja  que 

comporte a maior quantidade de cerveja possível. A 

altura e o raio da caneca não devem ser maiores que 20 

cm. A caneca deve ter no mínimo 5 cm de raio. A área da 

superfície lateral não pode ser maior que 900 cm2 (ignore 

o fundo da caneca e a pega). Formule e aplique as 

condições KT ao problema de optimização



Faculdade de Engenharia – Optimização

Prof. Doutor Engº Jorge Nhambiu
23

Problema 31.3 (Resolução I)
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Problema 31.3 (Resolução II)
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Problema 31.3 (Resolução III)
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