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Programação Não Linear

Aula 28:  Programação Não-Linear - Funções de Várias 
variáveis (Prática)

• Condições óptimas de funções irrestritas;

• Método de Busca por Gradiente. 
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Problema 28.1

2 23 2 2 7y x xz z= + + +

Dada a seguinte  função de duas variáveis procurar o seu mínimo:
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Problema 28.1 (Solução I)
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As primeiras derivadas encontra-se de:

O ponto candidato a óptimo é  x =0  e z = 0
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Problema 28.1 (Solução I)

2

2

2

2

2

2

6

4

2

2

y
x
y

z
y

z x
y

x z

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂ ∂
∂

=
∂ ∂

As segundas derivadas encontra-se de:
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Problema 28.1 (Solução IV)

A Hessiana é dada por:
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O ponto que minimize a função é x1=0 e x2= 0 e o valor da função é 7

As raízes do gradiente determinam-se de:
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Problema 28.2
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Dada a seguinte  função de duas variáveis procurar o seu mínimo:
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Problema 28.2 (Solução I)
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As primeiras derivadas encontra-se de:
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Problema 28.2 (Solução II)
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As segundas derivadas encontra-se de:
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Problema 28.2 (Solução III)
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As raízes do gradiente determinam-se de::
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Problema 28.2 (Solução IV)
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O ponto que minimize a função é x1=0,379 e x2= 1,516 e o valor da 
função é 1,649

As raízes do gradiente determinam-se de::
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Problema 28.3
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Dada a seguinte  função de duas variáveis, procurar o seu mínimo:
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Problema 28.3 (Solução I)
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Dada a seguinte  função de duas variáveis procurar o seu mínimo:
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Problema 28.3 (Solução II)
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As segundas derivadas encontra-se de:
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Problema 28.3 (Solução III)
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Com as segundas derivadas encontram-se os pontos candidatos:
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Problema 28.3 (Solução IV)
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O ponto que minimize a função é x1= 2 e x2= 0,5 e o valor da função 
no ponto é 5 

A Hessiana é dada por:
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Problema 28.4
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Dada a seguinte  função de duas variáveis procurar o seu mínimo:
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Problema 28.4 (Solução I)
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As primeiras derivadas encontra-se de:
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Problema 28.4 (Solução II)
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As segundas derivadas encontra-se de:
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Problema 28.4 (Solução III)
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As raízes do gradiente determinam-se de:
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Problema 28.4 (Solução IV)
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A Hessiana é dada por:
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Problema 28.4 (Solução V)
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O ponto que minimize a função é x1= 1000 e x2= 4 e o valor da 
função no ponto é 3000 

A forma da Hessiana é dada por:
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Implementação Manual do Método 
do Gradiente no Excel

Minimizar a função:

Começando com x1=4 e x2=3

2 2
1 2 1 2( , )f x x x x= +
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Configuração da Planilha para o 
Solver

Primeiro, organize seus dados no Excel de forma que 
o Solver possa referenciá-los facilmente.

Célula Descrição Conteúdo/Valor

B1 X1 (Variável) 4 (Valor inicial de palpite)

B2 X2 (Variável) 3 (Valor inicial de palpite)

B4 Função Objectivo f(x1, x2) =B1^2 + B2^2(Fórmula da função)
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Passos para Configurar o Solver 
(Interface Gráfica)

Depois de activar o suplemento Solver (conforme explicado 

anteriormente: Arquivo > Opções > Suplementos > Ir > Marcar 

Suplemento Solver), siga estes passos na interface:

1. Vá para a guia Dados e clique em Solver.

2. A janela "Parâmetros do Solver" será aberta. Preencha os 

campos da seguinte forma:
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Campos a preencher (I)
Campo do Solver O que inserir Explicação

Definir Objectivo: Clique na célula B4
Esta é a célula que 
queremos otimizar (a 
função 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)

Para: Seleccione Mín
Queremos minimizar o 
valor da função.

Alterando Células 
de Variáveis:

Clique nas células B1 e B2

Estas são as variáveis 
𝑥𝑥1e 𝑥𝑥2que o Solver 
pode ajustar para 
encontrar o mínimo.

Sujeito às 
Restrições:

(Deixe vazio para este 
exemplo simples)

Não temos restrições 
neste problema (ex: 
𝑥𝑥1deve ser positivo).
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O que significa GRG Nonlinear

O método GRG Nonlinear é a escolha padrão no Excel Solver quando 

as fórmulas que você usa na sua função objectivo ou nas suas 

restrições envolvem potências, raízes, funções trigonométricas, 

exponenciais ou qualquer outra operação que resulte numa curva, em 

vez de uma linha recta. 

Ele utiliza a informação do gradiente para "caminhar" eficientemente 

em direcção ao ponto de mínimo ou máximo desejado, de forma 

semelhante ao método do gradiente descendente que implementamos 

manualmente, mas de forma automatizada e sofisticada.
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Campos a preencher (II)

Campo do Solver O que inserir Explicação

Seleccionar um 
Método de 
Resolução:

Seleccione GRG 
Nonlinear

Este método é 
adequado para 
funções não lineares 
como a nossa (𝑥𝑥2).

Marcar variáveis 
não restritas como 
não negativas:

(Deixe desmarcado)
Nossos x1 e x2 podem 
ser negativos.

3. Clique em Resolver (Solve).

O Solver executará automaticamente um método de optimização 

(semelhante ao gradiente descendente avançado) e actualizará os 

valores nas células B1 e B2 para que B4 atinja o seu valor mínimo.
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Resultado

Resultado Final:

• B1 (X1) mudará para 0,00...

• B2 (X2) mudará para 0,00...

• B4 (Função Objectivo) mudará para 0,00..

Prof.  Engº Jorge NhambiuDoutor
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Implementação Manual do Método 
do Gradiente no Excel

Minimizar a função:

Começando com x1=2 e x2=2

1
2 2

1 2 1 2) 2( ,f x x x x x+ −=
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Configuração da Planilha para o 
Solver

Primeiro, organize seus dados no Excel de forma que o Solver possa 
referenciá-los facilmente.

Célula Descrição Conteúdo/Valor

B1 X1 (Variável) 2 (Valor inicial dado)

B2 X2 (Variável) 2 (Valor inicial dado)

B4 Função Objectivo f(x1, x2) =B1^2 + B2^2-2B1(Fórmula da 
função)
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Resultado

Resultado Final Esperado:

• B1 (X1) será aproximadamente 1,3333

• B2 (X2) será aproximadamente -0,6667

• B4 (Função Objectivo) será aproximadamente -1,3333

Prof.  Engº Jorge NhambiuDoutor
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