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Programacao Nao Linear

Aula 25: Programacao Nao-Linear
- Funcoes de Uma unica variavel

e Minimo;

e Minimo Global;

e Minimo Local;

e Optimizacao Irrestrita;
e Condicdes Optimas;

e Método da Bisseccgao;
e Método de Newton:

e Exemplos.
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Programacao Nao Linear

A Programacao Nao Linear consiste em encontrar o vector de
variavels X = (X, X,, ..., X,) que optimiza (minimiza ou
> maximiza) uma func¢ao objectivo sujeita ou nao a restricoes.

L

Caracteristicas Principais:
* A funcio objectivo e/ou restricoes nao sao lineares
* Pode envolver multiplos minimos locais e um global

* Naio existe um unico algoritmo geral - ha varias classes de

problemas (irrestritos, convexos, fraccionarios, geomeétricos,
etc.)
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? Programacao Nao Linear

Por que estudar Programacao Nao Linear?

* DPermite resolver problemas reais de engenharia, economia e

ciencia dos materiais

* Usada em optimizagao de sistemas energéticos, calibracao,

desenho mecanico e controlo de processos

* Forma a base para métodos numéricos avancados (ex.:

Bisseccao, Newton, Gradiente)
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DIQQ Programagao Nao Linear
N

Em que consiste a Programacao Nao Linear?

\

- A Programacio Nao Linear de uma forma geral consiste em encontrat
@ um valor de x = (X{,X,,...X,) de modo a:

Maximizar f (x) ,

sujeito a

hl.(x):bl. parai= 1,2, ...n,
gl.(x)Sbl. parai= 1,2, ...n,
e

x>0,

Em que f(x), h(x) e g(x) sao funcoes dadas das n variaveis de decisao.
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Minimo

Optimizar é procurar numa regiao um valor provavel de dar o
menor valor da funcao custo. Durante a explanacao passa-se a
designar por x* a um valor particular do conjunto de restri¢oes.
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Minimo Global

Uma funcao {(x) de n variaveis tem um minimo global no ponto x*
se para todos os valores de x na regiao provavel:

f(x*) Sf(x)

Se a desigualdade for satisfeita para todos os valores de x entao
considera-se x* minimo global.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu




w Faculdade de Engenharia — Optimizagao

NN
Minimo Local

Uma funcao f(x) de n variaveis tem um minimo local no ponto x* se a

desigualdade:

for satisfeita para todos os valores de x so na vizinhanca n de x* na
regiao provavel.
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Dominio e fun¢ao nao limitados (6ptimo nao global)
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Dominio e funcao limitados (existem um maximo e minimo globats)

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu

10



% Faculdade de Engenharia — Optimizagao

NN Programagao Nao Linear

Que tipos de problemas de Programacao Nao Linear existem?

I4

L

Os problemas de programacao nao linear apresentam-se de muitas

formas e formatos. Nao existe um algoritmo unico capaz de resolver

todos estes tipos diferentes de problemas.
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U4

Em vez de um algoritmo, foram desenvolvidos algoritmos para varias classes
de problemas de programacao nao linear. As classes mais comuns sao:
Optimizagao Irrestrita;

Optimizacao Linearmente Restrita;

Programacao Quadratica;

Programacao Convexa;

Programacao Separavel;

Programacao Nao-Convexa;

Programacao Geométrica;

Programacao Fraccionaria.
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] NN Optimizagao Irrestrita

2 Quais sao os problemas de Optimizagao Irrestritar I

Os problemas de Optimizacao irrestrita sao aqueles que nao possuem

P4
-

)
@ restricoes de modo que o objectivo seja simplesmente :

Maximizar [ (x) :

Ao longo de todos os valores de x = (x,x,,...x,). estes problemas nao aparecem
frequentemente nas aplicacoes praticas de engenharia. Contudo vai-se aqui
referencia-los porque os problemas com restrigoes sao uma extensao dos
problemas deste tipo. Também uma estratégia de solugao de problemas com

restrigoes ¢ transforma-los numa sequéncia de problemas sem restrigdes.

1o
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N As condicoes optimas

As condicoes Optimas para um problema com ou sem restricoes

_podern ser utilizadas de duas formas:

1. As condicoes oOptimas podem ser usadas para arranjar pontos

candidatos a optimo.

2. Para um ponto dado do projecto, através das condicoes Optimas,

pode verificar-se se é ou nao um candidato a 6ptimo.
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QQ Procedimentos para Estabelecer as Condigoes
Optimas (I)

As condicoes Optimas podem ser usadas para determinar os pontos

minimos de uma determinada funcao f(x).

O procedimento para estabelecer as condi¢oes para um minimo local é
assumir que esta-se num minimo, no ponto x* e dal examinar a
vizinhanca para estudar as propriedades da funcao e das suas derivadas.
Se examinar-se s6 uma pequena vizinhang¢a do ponto, as condi¢oes

obtidas sao chamadas locais.
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NA Procedimentos para Estabelecer as Condigoes
Optimas (II)
Seja x* um ponto minimo local da funcao f(x). Para investigar a sua

vizinhanca, seja x um ponto perto de x*. Defina-se o incremento d e Af

em x* e em f(x*) respectivamente, como:
* *
d=x—x e Af = f(x)- f(x)

Desde que f(x) seja um minimo local no ponto x*, a alteracao da funcao
na vizinhanca de x* nao pode ser negativa, 1sto ¢, o valor da funcao pode

ermanecer constante ou aumentar. mas nunca diminuir.
bl
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NN Condicoes Optimas para Funcdes de uma Unica
Variavel

Condicoes Necessarias de Primeira Ordem (l):

A série de Taylor de f(x) no ponto x* é dada por:
flx)=f(x" )+ f(x")d+3f(x")d> + R
e Af = f(x)=f(x") =0
Af tem de ser nao negativa para que x* seja um minimo local, entao:
Af = f’(x*)d +%f”(x*)d2 + R

Desde que d seja pequeno, o termo de primeira ordem domina os outros.
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NN Condicoes Optimas para Funcdes de uma Unica
Variavel

Condicoes Necessarias de Primeira Ordem (ll):

A unica hipétese de Af nao ser negativo para todos os d na vizinhanca de

x* ¢ quando:
%k
fx')=0

Esta equacgao, sao as condi¢coes de primeira ordem, necessarias para a
ocorrencia de um minimo local de {(x) no ponto x*. Sao chamadas de

primeira ordem porque so envolvem primeiras derivadas da fungao.
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NN Condicoes Optimas para Funcdes de uma Unica
Variavel

Condigoes Suficientes ()

Desde que um ponto estacionario satisfaca a condi¢ao necessaria, as

alteracoes na funcao Af transformam-na em:
_ 1 £ F) 72
Af =5 f (x )d +R

Como o termo de segunda ordem domina todos os outros viremos todas

as atencoes para ele. Note-se que o termo sera positivo para todos os d#0,

| f"(x*)>0

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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NN Condicoes Optimas para Funcdes de uma Unica
Variavel

Condicgoes Suficientes (lIl)

Os pontos estacionarios que satisfazem a desigualdade
f ’(x*) =0
devem ser um minimo local porque satistazem a desigualdade
f" (x*) >0
isto €, a funcao tem uma curvatura positiva no ponto minimo.

A desigualdade que se segue, é entao suficiente para que x* seja um minimo local.

f”(x*)>0

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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%EQQ Método da Bisseccao

Quando se aplica o Método da Bissec¢ao?

V7

'Q,
%

Este procedimento de busca sempre pode ser aplicado quando f(x) for

concava (de modo que a segunda derivada seja negativa ou zero para

todo o x) conforme se mostra na figura. Ele também pode ser usado

para algumas outra funcoes. Em particular se x* representar a solu¢ao

optima, tudo o que € necessario é que:

21
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Condices Optimas para Funcdes de uma Unica

fx) 4 —

Variavel sem restricoes

f(x) = (x2-2x + 2)+1

Y

22
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Método da Bisseccao

WXX)

LY s0sex<x

dx
EZQQ:Osexzx*
dx
£{Z(—)Q<Osex>x*
dx

Estas condicoes sao automaticamente satisfeitas quando f(x) for
concava, mas elas também podem ser satisfeitas quando a segunda

derivada for positiva para alguns (mas nao todos) valores de x.

23
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Método da Bisseccao

A ideia por tras do método de Bisseccao é muito intuitiva, 1sto é, seja a
inclinacao (derivada) positiva ou negativa em uma solucao experimental
indica definitivamente se a melhoria encontra-se imediatamente a direita
ou a esquerda, respectivamente. L.ogo se a derivada calculada em dado
valor de x for positiva, entao x* deve ser maior que esse e portanto esse
x se torna um limite inferior para as solucdes experimentais que

precisam de ser consideradas de a1 em diante.

24
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Método da Bisseccao

Ao contrario se a derivada for negativa, entao x* tem de ser menor que
esse X €, por 1sso, se tornaria um limite superior. Por essa razao apos
ambos os tipos de limites serem identificados, cada nova solucao
experimental seleccionada entre os limites actuais fornece novo limite

mais apertado de um tipo e assim, imitando mais a busca.

25
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Método da Bisseccao

&1 x" —, designa Solucdo Experimental Actual. I

g'{ x —, designa o Limite Inferior actual sobre x*. I

m X —, designa o Limite Superior actual sobre x* I
m_ &—, designa a Tolerdncia de Erro para x*. I

26
Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu



w Faculdade de Engenharia — Optimizagao

NN

Método da Bisseccao

Inicializagdo: Seleccione a tolerancia, encontre um limite inferior
actual e um limite superior actual. Seleccione uma solugao experimental

inicial

y_XtX

X =
2
Iteracao :
d
1. calcular Mem x=x
dx
d
2. Sey > 0 reinicialize x = x'
x

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Metodo da Bisseccao

d
3. SeM <0 reinicialize x = x'

dx

4. Selecione uma nova x' >

Regra de Paragem: Se x - x < 2¢,

De modo que o novo x” deva estar dentro da tolerancia e de x*, pare. Caso

contrario, executa-se nova iteracao.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Método da Bisseccao

Maximizar a funcio f(x)=12x-3x*2x°

As duas primeiras derivadas sao dadas por:

9 ) =12(1-x" -x%)
dx

dfz(x) = 12(—3)62 —5x4)
dx

Pelo facto da segunda derivada ser nao positiva em qualquer ponto, f(x) ¢
uma funcao concava e portanto o método da bisseccao pode ser aplicado
tranquilamente para encontrar o seu maximo global (supondo-se que exista

um maximo global).

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Método da Bisseccao

o2 04 06 08 1 1,2\ 14

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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22 Método da Bisseccao

Iteracao | df(x)/dx X X Novo x~ f(x")
0 0 2 1 7,000
1 -12 |0 1 0,5 5,7812
2 +10,12 |0,5 1 0,75 7,6948
3 +4,09 |0,75 1 0,875 7,8439
4 -2,19 |0,75 0,875 |0,8125 7,8672
5 +1,31 |0,8125 |0,875 |0,84375 |7,8829
6 -0,34 |0,8125 |0,84375 |0,828125 |7,8815
7 +0,51 |0,828125 |0,84375 |0,8359375 | 7,8839

Parar

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Método de Newton

Embora o método de Bisseccao seja um procedimento intuitivo e
simples, ele apresenta a desvantagem de convergir de forma
relattvamente lenta para uma solugoes Optima. Cada iteracao diminui
apenas pela metade a diferenca entre os limites.

A razao basica para essa convergéncia lenta é o facto da unica
informacao sobre a £{x) que esta sendo empregue ser o valor da
primeira derivada £(X) nos respectivos valores experimentais de x.
Informacgaoes uteis adicionais podem ser obtidas considerando a segunda

derivada £7(x), que ¢ isso que o Método de Newton faz.

32
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Método de Newton

O conceito basico do Método de Newton ¢ aproximar f(x) nas
vizinhang¢as da solucao experimental actual por uma funcao quadratica

e, em seguida, maximizar (ou minimizar) a func¢ao aproximada,

’
exactamente para obter a nova solucao experimental para Iniciar a
iteracao seguinte. Essa ideia de trabalhar com uma aproximacao
quadratica da funcao objectivo tornou-se, a partir de entao um recurso

fundamental de wvarios algoritmos para tipos de problemas de

programacao nao-linear mais genéricos.

33
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Método de Newton

Essa funcao quadratica aproximada obtém-se truncando a série de
Taylor apos o termo de segunda derivada. Particularmente, fazendo-se
xi+1 a solucao experimental gerada na iteragao 1 para iniciar a iteracao
i+1 (de modo que x1 seja a solucao experimental 1nicial fornecida pelo

utilizador para comegar a iteracao 1), a série de Taylor truncada fica:

f(x) = f(x)+ (%) (% —xl.)Jr%f”(x*)(xH1 —xl.)2

34
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Método de Newton

Esta funcdao quadratica pode ser maximizada da maneira usual fazendo
com que a sua primeira dertvada seja igual a zero e executando a

resolucao para (x,,,),

2

f”(X*)(xm B xi)

(xi+1 - xi )

f(xi+1)_f(xi)
(xi+1 _’xi)

(
f1(x)=1"(x)+ 1"

B f,(xi)(xiﬂ _xi)

= +
xz'+1 X )
%k

X )(xm _’xi)

L
2

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Método de Newton

a que x, f(x), f'(x)) e £7(x)) sao constantes, fazer com que a primeira derivada a
e q p

direita seja igual a zero leva a que:

0

f’(xi+1 ) + f”(xi)(xiﬂ o xi)
O que conduz directa e algebricamente a solucao:

_ _f’(xl.)
)

Esta ¢ a formula usada a cada iteragao 1 para calcular a solu¢ao experimental

seguinte, X, ;.

36
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Método de Newton

Inicializagcio: Seleccione uma solucao inicial experimental x, por inspeccao.
Faca que 1=1.

Iteracao i :

df (x,) o d”f(x)
dx dx’
J'(x)
f"(x)

1. calcular calcular f (x,) e opcional

2. configure x,,, = X, —

Regra da Paragem: se |x; ,-x;|<e¢ pare x,, ¢ essencialmente a solucdao
optima. Caso contrario, reinicialize /=747 e execute uma outra iteracao.

37
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Método de Newton

Voltemos ao exemplo usado no Método de Bisseccao Maximizar a
funcao f(x)=12x-3x*-2x°

As duas primeiras dertvadas sao dadas por:

4 ) =12(1-x" -x")

dx

4 (x) = —12(3x +5x*)
dx

Portanto, a férmula para calcular a nova solucao experimental (x;, ;) a
partir da actual x, é:

' 1201=x° =x° 35
i+1 i f;y(Xi) :xi_ ( )(2: x4) :xi+1 2x x4
/ (xl.) —12(3x +5x ) 3x° +35x

38
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Método de Newton

Ap6s  seleccionar-se  ¢=0,00001, e escolher-se x,=1 como solugao
experimental inicial pode-se ver na tabela seguinte as solugoes restantes:

Iteracao i X; f(x;) f (x;) f”(x;) Xiyq
1 1 7 -12 -96 0,875
2 0,875 7,8439 -2,1940 |-62,733 |0,84003
3 0,84003 |7,8838 -0,1325 |-55,279 |0,83763
4 0,83763 |7,8839 -0,0006 |-54,790 |0,83762

Uma comparacao dos Métodos de Bissec¢ao e de Newton mostram como o
método de Newton converge muito mais rapidamente que o de Bisseccao.
Sertam necessarias 20 iteracoes para o método de Bissec¢ao convergir com o
mesmo grau de precisao alcangado com o de Newton.
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Aplicacoes a Engenharia Mecanica

Os conceitos desta aula (condi¢oes 6ptimas, Método da Bisseccao e Método de Newton)
aplicam-se directamente a problemas de projecto mecanico com uma unica variavel de

decisao:

a Viga de maxima resisténcia e Espessura de isolamento
Seccio rectangular serrada de um tronco Custo do isolamento vs. custo da energia
circular perdida
Condicoes dptimas (analitico) Metodo de Newton

° Ciclo Brayton ° Velocidade de corte
Razao de pressdes de maximo trabalho Custo minimo por pega em torneamento
liquido (Taylor)
Metodo da Bisseccdo Meétodo de Newton

40
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NN Exemplo 1: Viga de Maxima
Resisténcia

De um tronco de diametro D = 300 mm pretende-

se serrar uma viga de seccao rectangular b X h com p
o maior modulo de resisténcia a flexio W S/
(maxima carga para a tensao admissivel). D/ /

b ’ !
Maximizar W = b-h?/6 sujeito a b? + h? = D? //
Comh?=D2—b% W(b) =bD?—b?)/6 :

1.2 ordem: dW/db = (D? — 3b?)/6 =0 = b*=D/N3 =173,2 mm
Suficiente: d?W/db? = —b* <0 = maximo
h* = \2-b* = 244,9 mm (h/b =V2); W_._=1,732 X 10° mm?

41
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Exemplo 2: Isolamento Térmico

Uma conduta de vapor a 175 °C, num ambiente a 25 °C (AT = 150 K), ¢ tratada
como parede plana de 1 m? Sem isolamento, R, = 0,1 m?-K/W. Isolamento: k =

0,04 W/ (m K), espessura t (m).

Custo anual do isolamento: 1500-t u.m./ano

Custo anual da energia: 0,05 um./kWh X 8000 h = 0,4 u.m./(W-ano) X q(t),
q=AT/(R, + t/k)

Minimizar C(t) = 1500 t + 60/(0,1 + 25 t)

C'(t) = 1500 — 1500/(0,1 + 25 t)?

C"(t) =75000/(0,1 + 25t)>*>0 = C(t) é convexa (minimo unico)
Newton: t,, =t — C'(t) / C"(t)

42
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Com t; = 0,01 m (10 mm) e e = 0,00001 m obtém-se:

Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Exemplo 2: Método de Newton

i t; (m) Ct) C'(t) C"(v) tiyy (M)
1 0,01000 186,43 —10 7449 1749 271 0,01614
2 0,01614 143,37 —4 4154 587 356 0,02366
3 0,02366 122,26 —1637,0 226 823 0,03088
4 0,03088 115,13 —473,0 113 144 0,03506
5 0,03506 114,03 —73,2 80 560 0,03597
6 0,03597 114,00 —2.48 75 186 0,03600
7 0.03600 114,00 —0,003 75 000 0,03600

tk = 36 mm; C_. = 114 um./ano;

q = 150 W/m? (1500 W/m? sem

isolamento). Mais espessura ja nao se paga: o custo do material cresce mais do
que a economia de energia.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Exemplo 3: Ciclo Brayton

Turbina a gas (ciclo Brayton ideal, ar-padrao): T, = 300 K a entrada do
comptessor ¢ T; = 1200 K 2 entrada da turbina. Qual a razio de pressoes r, que
maximiza o trabalho liquido especifico?

w(r,) = ¢, Ty [1(1 = 1,7 = (r,* — 1) ]
t=T,y/T, =4 a= (k- 1)/k = 0,2857; ¢, = 1,005 kJ/(kg'K)

dw/dt, = ¢ Ti-a'[tr
d>w/ drp2 < 0 para £,
Verificagdo analitica: dw/dr, = 0 = 1 * = /@) = 4175 = 11 31

=a "= -1
P ’ rPa ]

< 31,6 = wé concava em [1; 31] = Bisseccao aplicavel

44
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Exemplo 3: Método da Bisseccao

Limites iniciais t, = 1 e r, = 31; tolerancia e = 0,25:
Iter. dw/dr, Lim. inf. Lim. sup. Novo r,' w(t,") kJ/kg
0 1 31 16 295,58
1 —2.14 1 16 8.5 297 47
2 +3,32 8,5 16 12,25 301,19
3 —0,64 8.5 12,25 10,375 301,13
4 +0,82 10,375 12,25 11,3125 301,50
5 +0,001 11,3125 12,25 11,78125 301,42
6 —0,34 11,3125 11,78125 11,546875 301,48
Parar —

r.* = 11,5 (exacto 11,31); w

max

16 o trabalho cai apenas ~2 %.

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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P
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Exemplo 4: Velocidade de Corte

Torneamento de uma peca com comprimento de corte equivalente K = 300 m

(tempo de maquinagem t = K/V). Vida da ferramenta pela equagao de
Taylor: V-T® = C, com n = 0,25 ¢ C = 400 m/min,

Maquina + operador ¢, = 2 um./min; troca de ferramenta t. = 2 min; custo
por aresta ¢, = 5 u.m.

Custo por peca = maquinagem + (troca + aresta) X n.® de trocas por peca:
c(V) = ¢y’ K/V + (ct. + c) (K/V)(V/C)/n
c(V) = 600/V + 2700-V3/400*

V" baixo — maquinagem lenta; V" alto — ferramenta gasta-se depressa
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c'(V) = —600/V? + 8100-V?>/400*

c"(V) = 1200/V3 + 16 200-V/400* > 0
Com V, = 100 m/min e ¢ = 0,01 m/min:

Faculdade de Engenharia — Optimizagao

Exemplo 4: Método de Newton

i V; c(V) c'(Vy) c"(Vy) Vi

1 100,000 06,1055 —5,684X1072 1,263%x1073 144,991
2 144,991 4,4597 —2,189x1072 4,854X1074 190,082
3 190,082 3,8809 —5,174X1073 2,950x10~4 207,620
4 207,620 3,8338 —2,800X10~4 2,655X1074 208,675
5 208,675 3,8337 —7,186X1077 2,641x1074 208,678

V* = 208,7 m/min; vida da ferramenta T* = (C/V*¥)* = 13,5 min; c_. = 3,83

u.m./peca.

Verificacao: V¥ = C+[n'c, / (1 — n)(c,t. + ¢)]* = 208,7 m/min

Prof. Doutor Eng® Jorge Nhambiu
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Sintese dos Exemplos

Exemplo Variavel Objectivo Método Optimo
1. Viga b (mm) max. W Cond. 6ptimas 173,2 mm
2. Isolamento t (m) min. custo anual Newton (7 it.) 36 mm
3. Brayton £, max. trabalho Bisseccao (6 it.) ~ 11,5
4. Corte V (m/min) | min. custo/peca Newton (5 it.) 208,7 m/min
Em todos os casos ha um compromisso entre dois efeitos opostos — € 1sso

que cria um Optimo interior.

Exercicio proposto: resolva o Exemplo 2 pelo Método da Bisseccao (limites 0
e 0,1 m, e = 0,0005 m) e compare o namero de iteracoes com o do Método de
Newton.
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